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Luku 1

Johdanto

Tama tutkielma késittelee padasiassa aarellisia ryhmié, kuten otsikkokin ker-
too. Pohjatietona oletetaan, etto lukijalla on jonkinlaista matemaattista poh-
jaa, erityisesti matemaattiset merkinnéat, lukujoukot yms. tulisi olla hallussa.
Lukijalla olisi hyva olla my6s jonkinlaista pohjatietoa lukuteoriaan ja ryhmiin
liittyen, mutta tédssd tutkielmassa on luvussa 2 kiyty perusasiat aika hyvin
lédpi todistuksineen. Kaikki tuon luvun esitiedot, jotka tassd on kayty lapi,
liittyvat suoraan téarkeisiin tuloksiin, joten yhtdan sellaista méaritelméa tai
lausetta ei tissa tutkielmassa kiyda léapi, jota ei hyodynnettiisi myohemmin.

Téarkein kysymys téassé tutkielmassa on, ettd miten ryhmén kertaluku vai-
kuttaa ryhmén rakenteeseen. Vahankin ryhméteoriaa lukenut todennékoises-
ti tietdd Lagrangen lauseen, jonka mukaan &arellisen ryhmén jokaisen aliryh-
mén kertaluku jakaa ryhmén kertaluvun. Sittemmin vuonna 1845 Cauchy
todisti lauseen, jonka mukaan jokaista ryhmén kertaluvun alkulukutekijaa p
kohden 10ytyy aliryvhmé, jonka kertaluku on p. Taméan tutkielman luvussa
3 todistetaan Cauchyn lause, joka on tosin vdhén eri muodossa kuin juuri
esitetty.

Vuonna 1872, norjalainen ryhméteoreetikko Peter Ludwig Mejdell Sylow



(1832-1918) syvensi Cauchyn lausetta osoittamalla, ettd jokaista p:n potens-
sia kohti, joka jakaa ryhmaén kertaluvun, 10ytyy aliryhmé vastaavalla kerta-
luvulla. Luvussa 4 on kiyty lapi Sylowin 3 lausetta, joissa kisitellddn aihetta
tarkemmin ja nimenomaan ndma Sylowin kehittamaét lauseet ovat tdmén tut-
kielman padosassa. Cauchyn lause on kuitenkin hyédyllinen siindkin mielessé,
ettd sitd on hyodynnetty erdan Sylowin lauseen todistuksessa. Luvussa 4 on
kéyty myos lapi pari esimerkkia siitd, miten voidaan soveltaa Sylowin lauseita
ja miten ryhmén kertaluvusta voidaan tehda paédtelmid ryhmaén rakenteesta.

Padasiassa tarkeét lauseet, eli kaksi ensimmaista Sylowin lausetta ja Cauc-
hyn lause (sekd useita luvun 2 tuloksia) on todistettu kdyttden lahdetta [1].
Sylowin 3. lause on todistettu kéyttéen lahdetta [2]|. Esitieto- luvussa on kéy-

tetty padosin lahteitd [3] ja [4].



Luku 2

Esitiedot

2.1 Funktioista

Maaritelma 2.1.1. Funktio f : A — B on sdanto tai kuvaus, joka liittaa jo-
kaiseen joukon A alkioon tédsmélleen yhden joukon B alkion. Joukkoa A kut-
sutaan ldhto- tai méaarittelyjoukoksi ja joukkoa B kutsutaan maalijoukoksi.
Jos maarittelyjoukon alkio z € A kuvautuu maalijoukon alkioksi y € B, niin

merkitéddn y = f(z).

Maaritelma 2.1.2. Kuvaus f : A — B on surjektio, jos jokaista maalijou-
kon alkiota b € B kohden on olemassa ldhtojoukon alkio a € A siten, etté
f(a) = b. Ts. jokaiseen l&htojoukon alkioon voidaan liittéé jokin maalijoukon

alkio.

Maaritelma 2.1.3. Kuvaus f : A — B on injektio, jos kaikille ai,as €
A,ay # ag pétee f(ar) # f(ag). Ts. mitkddn kaksi 1&htojoukon alkiota eivét

kuvaudu samalle maalijoukon alkiolle.

Maaritelma 2.1.4. Kuvaus f : A — B on bijektio, jos kuvaus on seké

surjektio, etta injektio.



Maaritelma 2.1.5. Olkoon A Joukko. Nyt kuvausta Id : A — A sanotaan

identiteettikuvaukseksi, jos Vo € A pitee, etta Id(x) = x.

2.2 Lukuteoriaa

Maaritelma 2.2.1. Olkoot a,b € Z. Télloin b jakaa am eli b|a, jos on ole-
massa sellainen ¢ € Z, etté

a = be.

Kun bla, niin b on a:n tekijd ja a on b:n monikerta.

Maaritelma 2.2.2. Olkoot a,b € Z, joista ainakin toinen ei ole nolla. Nyt

luku ¢ on lukujen a ja b suurin yhteinen tekija, jos
l.clajac|b,
2. d|ajad|b=d<ec

Suurinta yhteista tekijaa merkitdan syt(a,b) = c.

2.3 Ekvivalenssirelaatiosta

Maaritelma 2.3.1. Olkoon A epétyhja joukko. Télloin joukkoa
Ax A={(a1,as)|a1,as € A}

kutsutaan joukon A karteesiseksi tuloksi itsensé kanssa.

Maaritelma 2.3.2. Joukon A x A osajoukkoa R sanotaan binédriseksi re-
laatioksi joukossa A. Jos pari (z,y) € R, niin merkitdén xRy ja sanotaan,

ettéd alkio z on relaatiossa R alkion y kanssa.



Huomautus. Téastéd eteenpdin kiytetdan relaatiosta R merkintdd ~, eli esi-

merkiksi zRy =z ~ .

Maaritelma 2.3.3. Joukon A bindérinen relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio,

mikali

1. z ~ x aina, kun z € A,

2. x ~y =y~ xaina, kun z,y € A;

3. x~yjay~z=x~zaina, kun x,y,z € A.
Jos ~ on ekvivalenssirelaatio ja a € A, niin joukkoa

la| = {x € Alz ~ a}

sanotaan alkion a maardaamaéksi ekvivalenssiluokaksi.
Lause 2.3.4. Jos ~ on ekvivalenssirelaatio ja a ~ b, niin |[a] = [b].

Todistus. Jos x € [a], niin x ~ a. Koska a ~ b, niin = ~ b. Siten x € [b]. Néin
ollen [a] C [b]. Jos y € [b], niin y ~ b. Koska a ~ b, niin b ~ «a ja siten y ~ a,
eli y € [a]. Néin ollen [b] C [a]. Eli saadaan, etta [a] = [b]. O

Lause 2.3.5. Jos ~ on joukon A ekvivalenssirelaatio, niin kaikkien ekviva-
lenssiluokkien yhdiste (unioni) on koko joukko A. Lisdksi, jos [a] # [b], niin
[a] N [b] = 0.

Todistus. Jos a € A, niina ~ a,elia € [a]. Nyt |J,c4la] = A. Jos x € [a]N[b],
niin x ~ajax~b. Eli a ~xjax~0bjasiten a ~ b ja tastd seuraa lauseen

2.3.4 mukaan, etti [a] = [b]. Jos siis [a] # [b], niin [a] N [b] = 0. O



2.4 Ryhmista

Maéritelma 2.4.1. Olkoot G # 0 ja (%) joukon G bindérinen operaatio.

Pari (G, %) on ryhmé, mikéli seuraavat kolme ehtoa toteutuvat:

1. (%) on assosiatiivinen eli
(axb)xc=ax(bxc)

aina, kun a,b,c € G;

2. Joukossa G on sellainen alkio e, etta
axe=c*xa=a

aina, kun a € G. Alkiota e kutsutaan ykkos- tai neutraalialkioksi;

3. Aina, kun a € G, on olemassa sellainen alkio a™! € G, etti
a*a,_l :a_l*a:C.

Alkiota a™! kutsutaan alkion a kididnteisalkioksi. Jos liséiksi (G, *) to-

teuttaa ehdon

4. a*b=bxa aina, kun a,b € G eli () on kommutatiivinen,
niin kyseessd on Abelin ryhmé eli kommutatiivinen ryhma.

Jatkossa ryhmésté (G, %) kiytetddn pelkdstddn merkintdd G, kun operaatios-

ta (*) ei ole epéselvyyttd ja merkitddn operaatiota a * b lyhyemmin ab.

Ryhméan G kertaluku tarkoittaa, kuinka monta alkiota on ryhméssa G ja

sitd merkitaéan |G].



2.4.1 Aliryhma

Maéritelméa 2.4.2. Olkoon G ryhmé ja H C G, H # (). Jos H on ryhmai,

sitd sanotaan ryhmén G aliryhmaéksi ja merkitdan H < G.

Lause 2.4.3. (Aliryhmdkriteeri). Olkoot G ryhmd ja H C G, H # (). Nyt

H < G jos ja vain jos seuraavat ehdot toteutuvat:
1. a,be H=abe H;
2.ae H=a'€H.
Todistus. 1. Jos H < G, niin H on ryhma ja siten ehdot toteutuvat.

2. Ehdosta 1 seuraa, ettd kyseessé on binddrinen operaatio joukossa H.
Ehdosta 2 seuraa, ettd jokaisella joukon H alkiolla on ka#nteisalkio
H:ssa. Koska operaatio on assosiatiivinen ryhméssd G, niin on se sita
my6s G:n osajoukossa H. Tarkastetaan vield, onko e € H. Jos a € H,
niin ehdon 2 nojalla on olemassa a~! € H. Ehdon 1 nojalla aa™! € H,
eli e € H. Siis H on ryhma, eli H < G.

O

Huomautus. Aliryhmékriteerin kaksi ehtoa voidaan yhdistéé. Eli H < G, jos
ja vain jos ehto

abc H=ab'c H

on voimassa.

Maéritelmé 2.4.4. Olkoon H < G ja a € G. Joukkoa aH = {ah|h € H}

sanotaan alkion ¢ maardaméksi aliryhman H vasemmaksi sivuluokaksi.
Huomautus.

e Koska eH = H, niin H itse on erds vasen sivuluokka.
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e Kuvaus f: H — aH, f(h) = ah on bijektio, joten sivuluokassa aH on

yhtd monta alkiota, kuin aliryhméssa H.

e Vasenta sivuluokkaa vastaavalla tavalla voidaan méaritelld myos ryh-

méan G alkion ¢ madradma aliryhméan H oikea sivuluokka
Ha ={ha|lh € H},
missé a € G.

Lause 2.4.5. (Lagrangen lause). Olkoot G ddrellinen ryhmd, H < G ja n

aliryhmdn H vasempien sivuluokkien lukumddrd ryhmdassd G. Tdlloin
|G| = n|H],
ts. adarellisessd ryhmdssd aliryhmdan kertaluku jakaa ryhmdn kertaluvun.

Todistus. Olkoot a1 H,asH, ..., a, H aliryhméan H vasemmat sivuluokat. Lausees-
ta 2.3.5 saadaan, ettd ryhmé G voidaan muodostaa naiden ekvivalenssiluok-
kien unionina. Eli télléin G = |J;_, axH ja a;H Na;H = (), kun 2 < i < n.

Nyt |a;H| = |H|, mistd saadaan, ettd |G| = n|H]|. O

2.4.2 Syklinen ryhma

Olkoon G ryhma ja a € G. Nyt joukko H = {ak]k € Z} on joukon G os-

ajoukko. Jos x,y € H, niin z = a™ ja y = a” joillakin m,n € Z seka
ry '=a"a" =a"" € H.

Nyt H on ryhméan G aliryhma.

Perustelu (aliryhméakriteeri):

1. xzy = a™a" = a™™" € H, silla m+n € Z.



2. 27 = (a™)'=a"™ € H,silld —m € Z.

Maaritelma 2.4.6. Ylla maariteltyd ryhméa H sanotaan alkion a generoi-

maksi sykliseksi ryhmiéksi ja merkitdan H = (a). Alkio a on generoija.

Lause 2.4.7. Jos ryhmdin G kertaluku on alkuluku, niin ryhmda G on sykli-

nen.

Todistus. Kun ryhmén G kertaluku on alkuluku, niin lagrangen lauseen no-
jalla ryhmén G ainoat aliryhmét ovat vain neutraalialkion siséltdva ryhma
{e} tai koko ryhmé G. Olk. alkio = € G, jolle x # e. Téll6in alkion x ge-
neroima syklinen ryhmé (z) on ryhmén G aliryhmé. Nyt (z) ei selvistikddn
voi olla vain neutraalialkion sisdltdmé ryhmé, joten téaytyy pated (z) = G.

Ryhma G on siis syklinen. O]

Maaritelma 2.4.8. Olkoon G ryhmé ja g € G. Jos dn € N siten, ettd

n

g" = e, niin pienin téllainen n on alkion g kertaluku ja merkitdén |g| = n.

Jos g™ # e Vn € N, niin |g| = oo.

Lause 2.4.9. Olkoon G ryhmd. Nyt Vz € G : |z| = |z, eli alkion ja sen

kddanteisalkion kertaluvut ovat samat.

Todistus. Ryhmissi pitee: (2%)™t = 27% = (z71)* Olkoon nyt

k

P =e= (r7h)F =t

=e  =e

ja tistd saamme, ettd |71 < |z|. Toisaalta
(zHV=e= () Y=tz ah=ct=e¢,

joten |z| < |z71|. O

Lause 2.4.10. Olkoon G ryhmd ja v € G. Nyt x = 27! & |z| = 2.

10



Todistus. Olkoon = € G ja x # e. Nyt

|z| =2
= rr=e
s =z

2.4.3 Normaali aliryhmé ja tekijaryhma

Maaritelma 2.4.11. Olkoon N < G. Aliryhmédéd N sanotaan normaaliksi,

jos aN = Na aina, kun a € G. Talloin merkitaén N <G.
Huomautus.

1. {e} <GjaGLG.

2. Jos G on Abelin ryhma ja N < G, niin

aN = {an|n € N} = {najn € N} = Na.

Siis Abelin ryhmén jokainen aliryhmé on normaali.

Lause 2.4.12. Olkoon G ryhmd ja N < G. Nyt N < G jos ja vain jos
ana™t € NVa e G, neN.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd N < (G. Valitaan nyt mielivaltaiset sivuluok-
kien alkiot an = ma, missd n,m € N. Kerrotaan taméi oikealta a=1:114 ja
saadaan ana~' =m € N.

Oletetaan sitten, ettd ana™! C N Va € G jan € N. Pyritidin osoitta-

1

maan, ettd aN = Na. Olkoon nyt n € N ja merkitdan ana™ = n;. Oletuksen
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mukaan n; € N. Operoidaan yhtaloa nyt oikealta a:lla ja saadaan an = nia.
Nyt siis nija € Na = aN C Na. Merkitdin nyt, etti a 'na = n,, missi
ny € N. Operoidaan tata yhtalod vasemmalta a:lla ja saadaan na = ans.
Nyt siis any € aN = Na C aN.

Néin ollen aN = Na. O]

Olkoon N < G. Médéritellaan Sivuluokkien joukossa {aN|a € G} tulo (-)
seuraavasti:

aN -bN = abN.

Todistetaan, ettéd sivuluokkien joukko {aN|a € G} yhdessé edelld esitellyn

tulo-operaation kanssa muodostaa ryhmaéan.
Lause 2.4.13. Olkoon G ryhmd ja N<G. Tdlloin ({aNl|a € G,-}) on ryhma.

Todistus. Nyt alN - bDN = abN, eli kyseessé on binddrinen operaatio. Todis-
tetaan ensin assosiatiivisuus:

(aN -bN)-e¢N = abN -cN = (ab)eN = a(bc)N = aN -beN = aN - (bN - ¢N).
Neutraalialkio on eV, silla eN - aN = eaN = aN ja aN -eN = aeN = aN.

Alkion aN ki#nteisalkio on a !N, silli aN - a !N = aa N = eN ja
a'N-aN =a'aN = eN. O

Maaritelma 2.4.14. Lauseessa 2.4.13 esiteltyé paria ({aN|a € G, -}) kutsu-
taan ryhmén G tekijaryhméksi normaalin aliryhmén N suhteen. Kyseisesta

ryhmésta kdytetddn merkintdd G/N.

Huomautus.

lél
G/N| =1,
G/ = 5

mikéli ryhmé G on darellinen.

12



2.4.4 Ryhmahomomorfismi

Maéritelma 2.4.15. Olkoot (G, -) ja (H,*) ryhmid. Kuvausta f : G — H

sanotaan ryhmahomomorfismiksi ryhmaltd G ryhmaélle H, mikali

fla-b) = f(a)* f(b)
aina, kun a,b € G.

Lause 2.4.16. Olkoon f : G — H homomorfismi ja olkoot e ja ey ryhmien

G ja H neutraalialkiot. Tdlldin

flea)=en  ja  fla™')=f(a)™"
aina, kun a € G.

Todistus. Koska kuvaus on homomorfismi, niin

flea)  flea) = fle - ea) = flea) = flea) * en.
Nyt siis
flec) * fleq) = flec) * en
ja kun molemmat puolet kerrotaan vasemmalta f(eq) ':114, niin saadaan

flea) = en.
Olkoon a € G. Nyt
fla™) = fa) = f(a™" -a) = f(ec) = en
ja
fla) = f(a™) = fla-a™") = f(ec) = en.

Taytyy siis pitdd paikkaansa, etti f(a™') = f(a)™'. O
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Maaritelma 2.4.17. Olkoon f : G — H homomorfismi. Joukkoa

Im(f) = f(G) = {f(x)|z € G}

sanotaan homomorfismin f kuvaksi ja joukkoa

Ker(f) ={z € G|f(z) = en}
sanotaan homomorfismin f ytimeksi.

Lause 2.4.18. Olkoon kuvaus f : (G,-) — (H,*) homomorfismi. Tdalldin
Ker(f)<G.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd Ker(f) < G. Nyt lauseen 2.4.16 mukaan
fleg) = ey, eli eg € Ker(f) ja niin ollen ydin on epétyhja. Olkoon a,b €
Ker(f). Edelleen Lauseen 2.4.16 mukaan tiedetiin, ettd f(a™!) = f(a)™},
eli saadaan

fla-07h) = fa)+ f(b7") = f(a) = f(0) ™" = em * (en) ™ = en.
Niin ollen a - b~' € Ker(f), eli aliryhmikriteerin nojalla Ker(f) < G.

Olkoon = € G jan € Ker(f). Nyt

flan-a™) = fx)x f(n) f(a7") = fz)xemx f(2)™" = f2)* f(2)™" = em,

joten x - n - 27! € Ker(f) ja normaalisuuskriteerin nojalla (lause 2.4.12)

Ker(f) JG. O

Lause 2.4.19. Homomorfismi f : G — H on injektio, jos ja vain jos

Ker(f) = {ea}-

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on injektio. Nyt lauseen 2.4.16 nojalla

fleg) = eq. Jos on olemassa jokin muu alkio, olkoon vaikka =z € G, jolle
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f(z) = ey, niin injektiivisyydestd seuraa, ettd x = eq. Eli siis Ker(f) =
{ec}

Olkoon nyt Ker(f) = {ec} ja olkoot a,b € G. Nyt ehdosta f(a) = f(b) seu-
raa, ettd f(a)* f(b)~! = eq ja edelleen lauseen 2.4.16 nojalla f(a)* f(b~!) =
er. Ja koska kuvaus oli homomorfismi, niin saadaan f(a -b7') = eg, eli
a-b~t € Ker(f). Nyt koska oletuksen mukaan Ker(f) = {eg}, nina-b~! =

ec ja tasta nahdaan lopulta, ettd a = b. Kuvaus siis on injektio. O

Mairitelma 2.4.20. Ryhméat (G,-) ja (H,*) ovat isomorfiset eli raken-
neyhtéldiset, mikéili on olemassa bijektio f : G — H, joka toteuttaa ehdon
fla-b) = f(a)* f(b) aina, kun a,b € G (ts. f on bijektiivinen homomorfismi).

Talloin merkitddn G = H ja sanotaan, ettd f on ryhmaéisomorfismi.

Lause 2.4.21. (Homomorfismien peruslause). Olkoon f : G — H homomor-
fisma. Talloin

G/Ker(f) = Im(f).

Todistus. Heti aluksi kannattaa huomata, ettéd ainakin Ker(f) < G, kuten
aiemmin todistettiin lauseessa 2.4.18, eli tekijaryhmén G/ Ker(f) muodosta-

minen on ainakin mahdollista. Merkitdan nyt Ker(f) = K ja mééritellaan
kuvaus F' : G/K — Im(f) siten, ettd kaikilla a € G pétee F(aK) = f(a).

Tehdéén todistus tasta eteenpéin kolmessa osassa.

1. Tutkitaan ensin, onko kuvaus F' hyvin maéritelty. Olkoon b € G. Jos
aK = bK, niin a € bK, eli a = bk, missad k € K. Nyt

F(aK) = f(a) = f(bk) = f(0)f (k) = f(b)en = f(b) = F(bK).

Nyt siis F' on riippumaton sivuluokan méaéaréajén a valinnasta, joten F'

on hyvin maéritelty.
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2. Tutkitaan, onko F' bijektio. Ainakin se on surjektio, miké seuraa suo-
raan F'n médritelméstd. Entd onko kuvaus injektio? Jos F'(aK) = eq,
niin f(a) = ey, elia € K. Talloin a K = K = ryhmén G/K ykkdosalkio.

Nyt siis lauseen 2.4.19 nojalla F' on injektio.

3. Osoitetaan vield, ettd F' on homomorfismi. Olkoot a K, bK € G/K. Nyt

F(aK -bK) = F(abK) = f(ab) = f(a) = f(b) = F(aK) * F(bK).

Nyt on siis osoitettu, ettd F' on bijektiivinen homomorfismi, eli isomorfismi,

eli G/Ker(f) = Im(f). O

Maaritelma 2.4.22. Olkoon G ryhmé. Jos f : G — G on homomorfismi ja
bijektio, niin f on G:n automorfismi. Lisdksi kuvaus f, : G — G, f(x) =
1

a” xa, missd a € G, on alkion a indusoima G:n sisdinen automorfismi ja

merkitddn I(G) = {f,|a € G}.

2.5 Yleista ryhmateoriaa

Maaritelma 2.5.1. Olkoon X = {1,2,...,n}. Jos a : X — X on bijektio,
niin a on joukon X permutaatio. Merkitaén S,, = {joukon X kaikki permutaatiot }
ja kutsutaan tatd symmetriseksi ryhméksi astetta n (voit osoittaa itse, ettd
(Sp,0) on ryhmé). Liséksi, jos G < S, niin G on astetta n oleva permutaa-

tioryhma.
Maaritelma 2.5.2. Olkoon G ryhmé ja X = {1,2,...,n}. Méiritetdan jou-
kossa X seuraavanlainen ekvivalenssirelaatio:
i~jedgeGgi) =7
Siis

T
X = U T;, missa T} : t ovat ekvivalenssiluokkia.
i=1
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Nyt

T

X[ =>|Ti| =n.

=1

Naita ekvivalenssiluokkia T, ..., T, sanotaan permutaatioryhmén G radoiksi.

Maaritelma 2.5.3. Olkoon GG ryhmé ja A < G sekéd B < (. Télloin joukosta
AB = {abla € A,b € B} kiytetddn nimitysta kompleksi.

Huomautus. Yleensd AB ei ole G:n aliryhma.

Lemma 2.5.4. Olkoot A < G ja B < G ddrellisia. Talloin

Al - |B|
|AN B|’

|AB| =

Todistus. Tulo ab, missd a € A ja b € B, voidaan kirjoittaa |A x B| = |A] -
| B| tavalla. Osa néisté tuloista on kuitenkin keskenédén identtisia. Tutkitaan
tarkemmin tuloa ab ja merkitddn £ = {(c,d) € A x Bled = ab} ja T =
{(ax™', 2b)|x € AN B}. Osoitetaan, ettd E =T.

1. Nyt selviisti az=' € A,2b € Bjaar 'ab=ab=T C E.

2. Jos (¢,d) € F, niin cd = ab. Siis ¢'a = db™' € AN B. Merkitédn nyt,
ettix =cla=db' € ANB. Siis c=ax"! ja d = b, joten E C T.

Nyt on siis osoitettu, ettda F =T ja |E| = |T| = |A N B|. Ja téten siis

[Ax B| _ |A]B]
|JAnB| |ANB|

|AB| =
O

Maéritelma 2.5.5. Olkoon G ryhmé ja a,g € G. Alkio ¢* = a'ga on
alkion g konjugaatti. Lisaksi, jos ) # M C G, niin M9 = {m9m € M} on

joukon M konjugaatti G:ssé.
Huomautus. Jos H < G, niin HY < @G.
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Todistus. Kuvaus f, :  — x9 on G:n automorfismi. Siis f,(H) < G eli

HI < @. ]
Maaritelladn ryhméssé G relaatio:
r~ysJdaeG:at=y.

Téama relaatio on ekvivalenssirelaatio (helppo osoittaa itse). Ndin muodoste-
tuttuja ekvivalenssiluokkia sanotaan myos konjugointiluokiksi. Eli jos x € G,

niin {29]¢g € G} on erés konjugointiluokka.
Huomautus. Olkoon G ryhmaé. Lauseen 2.3.5 nojalla voimme todeta, ettd

ryhmé G voidaan esittdd G:n kaikkien konjugointiluokkien unionina.

Maaritelma 2.5.6. Olkoon GG ryhma ja joukko M epéatyhja ja lisdksi M C
G. Nyt joukko Ng(M) = {g € G|M?9 = M} on joukon M normalisoija G:ssé.

Maaritelma 2.5.7. Olkoon G ryhma ja joukko M epéatyhja ja lisdksi M C
G. Nyt joukko Co(M) = {g € Glgm = mg Ym € G} on M:m sentralisoija

(:ssa.

Huomautus. Alkion a € G sentralisoija G:ssé on joukko Cg(a) = {z €

Glzra = ax}.

Maéritelma 2.5.8. Olkoon G ryhmé. Nyt joukko Z(G) = Ce(G) = {g €
Glgr = xg Yx € G} on ryhmén G keskus.

Maaritelma 2.5.9. Olkoon A < G, B< G jag € G. Nyt
AgB = {agbla € A, b € B}

on aliryhmien A ja B muodostama kaksoissivuluokka.
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Maaritelma 2.5.10. Olkoon G dérellinen ryhmé ja H < G. Nyt [G : H| on
H:n indeksi G:ssé ja [G : H| = H:n sivuluokkien lukuméérd G:ssd. Lisiksi

(G H] = |G]/|H|.

Lause 2.5.11. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja O # M C G. Indeksi [G :
Ne(M)] = joukon M konjugaattien lukumddrd G:ssd.

Todistus. Osoitetaan, ettéa
o {gNa(M)|g € G} = {M?|g € G}, o(tNg(M)) = M* ™
on bijektio.

1. Tarkistetaan ensin, ettd tamé ylipaataan on kuvaus. tNg(M) = sNg(M) =
t € sNg(M) = t = sn (n € Ng(M)). Siis Mt™' = MEn ™ =
A]\fnflsf1 — (Mn—1>s_1 — Ms_l.

2. Kuvaus on surjektio, silld o(g7*Ng(M)) = MY.

3. Onko kuvaus injektio? Nyt o(tNg(M)) = o(sNg(M)) = M =
Ml = (MY = (MY = M = M o= t7's € Ng(M) =
S € tNg(M) = SNg<M) = tNg(M)

Néin ollen kuvaus o on bijektio ja [G : Ng(M)] = |{M9|g € G}|. O
Huomautus. Jos M = {g}, niin Ng(M) = Ng({g}) = Cs(g). Siis alkion ¢

konjugointiluokkien lukumééra G:ssé

_ gl
Calo)

Lause 2.5.12. Olkoon G ryhmd ja a € G. Nyt Cg(a) < G.

=[G : Calg)]

Todistus. 1. e € Cg(a), koska ea = e = ae.
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2. Olkoon = € Cg(a). Nyt

ra = ax
s v N za)z™! = 2 Hax)r ™

& (v '2)ar™ = 2 a(za™h)

Eli 271 € Cg(a).

3. Olkoon z,y € Cg(a). Nyt

(zy)a = x(ya) = z(ay) = (va)y = (av)y = a(zy).

Eli zy € Cg(a).
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Luku 3

Cauchyn lause

Ennen varsinaista Cauchyn lausetta todistetaan apulause, joka auttaa myo-
hemmin todistamaan Cauchyn lauseen. Méaritelladn lemmaa varten joukko
S ja f € A(S). Mééritellisin S:ssé seuraava relaatio: s ~ t, jos t = fi(s)
jollekin kokonaisluvulle 7 (¢ voi olla positiivinen, negatiivinen tai nolla). Té-
mé relaatio on ekvivalenssirelaatio S:ssi. Alkion s ekvivalenssiluokka [s] on

nimeltdan s:n rata f:ssa.

Lemma 3.0.13. Jos f € A(S), |f| = p ja p on alkuluku, niin talloin minkd

tahansa S:n alkion radalla f:ssd on 1 tai p alkiota.

Todistus. Olkoon s € S; jos f(s) = s, niin s rata f:ssi sisiltdd ainoastaan
s:n itse, eli vain yhden alkion. Oletetaan sitten, etta f(s) # s. Tarkastellaan
alkioita s, f(s), f2(s), ..., fP71(s); véitdmme, ettd ndmé p alkiota ovat erillisid
ja muodostavat s:n radan f:ssi. Jos niin ei ole, niin f'(s) = f7(s) jollekin
0 <i<j<p-—1, misti saamme, ettd f77(s) = s. Olkoon m = j —4; tilldin
0<m<p-—1jaf™(s)=s. Mutta fP(s) = s ja koska p{ m,ap + bm =1
joillekin kokonaisluvuille a ja b. Siispd f1(s) = foPtom(s) = fo(fom(s)) =

f*(s) = s, koska f™(s) = fP(s) = s. Tami on ristiriidassa alkuoletuksen
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f(s) # s kanssa. Niinpi s:n rata f:ssé sisiltid alkiot s, f(s), f2(s), ..., fP71(s),

joita on siis p kappaletta. O

Todistetaan vield ryhmén kertalukuun liittyva lause, jonka jalkeen paa-

semme kasiksi varsinaiseen cauchyn lauseeseen.

Lause 3.0.14. Olkoon G ryhmd ja olkoon ryhmdn G kertaluku parillinen.
Nyt 3z € G: |z| =2.

Todistus. Jokaisessa ryhméissi vain neutraalialkiolle pitee e = e~! kertalu-
vulla 1. Nyt meille jaa siis pariton maéara alkioita. Lauseen 2.4.9 mukaan
jokaiselle z € G : |x| > 2 16ytyy kilénteisalkiopari siten, ettd |z| = |z71|. Nyt
koska alkioita on pariton méaré, niin jiljelle jadneelle alkiolle, olkoon vaikka
a, tiytyy pited a = a~! ja lauseen 2.4.10 nojalla tille alkiolle pétee myds

la| = 2. O

Lause 3.0.15. (Cauchy) Jos p on alkuluku ja p jakaa ryhmdn G kertaluvun,

nin G sisdltdda kertalukua p olevan alkion.

Todistus. Jos p = 2, niin ollaan lauseen 3.0.14 tilanteessa, jolloin lause patee.
Olkoon nyt p # 2. Nyt joukko S pitdd sisdllaan kaikki jarjestetyt alkiot
(a1, as,...,ap-1,a,), missé ay,...,a, € G ja ayas - - - a, = e. Nyt véitdmme,
ettd S sisiltdd nP~! alkiota, missd n = |G|. Todistetaan viite seuraavaksi.
Voimme valita alkiot ay, ...,a,—1 G:std n:lla eri tavalla, joten nyt meilld
on kasassa n~! alkiota. Muistetaan nyt, etti ay,...,a,_1,a, = e ja tésti

. _ _1 ..
saadaan, ettd a, = (aq,...,a,—1)"". Nyt siis
1

a1ag -+ Ap_1,0p = Q102 * * - ap_l(al, ...,CLp_l)_ =e,

eli siis |S| = nP~1.
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Huomataan, etté jos ajas - - - a,—1a, = e, niin a,a;as - - - a,—1 = e, joten
voidaan mééritelld kuvaus f : S — 5, f(a,...,a,) = (ap, a1, ..., ap—1). Huo-
mioidaan nyt, ettd f # i (ei ole identiteettikuvaus S:ssd) ja fP = 4, joten
kuvauksen f kertaluku on p.

Jos alkion s € S radalla f:ssé on yksi alkio, niin f(s) = s. Toisaalta, jos
f(s) # s, niin lemman 3.0.13 nojalla s:n radalla on talléin tasan p erillista
alkiota. Mutta milloin f(s) # s7 Tehd&én viite, ettd f(s) # s, jos ja vain jos
s = (a1,az, ..., a,) siten, ettd a; # a; joillakin ¢ # j. Talloin myds f(s) = s
jos, ja vain jos s = (a,a,...,a) jollekin a € G. Tadméa viite on aika selvi,
kun muistetaan, ettd f(ai,...,a,) = (ap, a1, ...,a,—1) ja kun ainakin yhdessé
kohdassa a; # a;, niin f(s) # s.

Olkoon m niiden alkioiden lukumééré s:ssé joille f(s) = s. Kun s =
(e,e,....,e), niin f(s) = s, eli tiedetddn, ettd m > 1. Toisaalta, jos f(s) # s,
niin s:n rata f:ssé sisaltda p alkiota ja ndma radat ovat erillisié, eli radoista
muodostuu p kappaletta erillisia ekvivalenssiluokkia. Jos on olemassa £ kap-
paletta ratoja, joille siis f(s) # s, niin saamme, ettd |S| = nP~! = m + kp.

Nyt alkuoletuksen mukaan p|n ja p|(kp). Niimpéa taytyy p|m, koska m =
nP~! — kp. Koska m # 0 ja p|m saamme, ettd m > 1. Tilldin siis on olemassa
sellainen s € G, ettd s = (a,a,...,a) # (e, e,...,e). Ja S:n miiritelméasta
saamme, ettd a? = e, eli tdméan alkion a kertaluku on p ja olemme siis

loytaneet haluamamme alkion. O

Huomaa, ettd Cauchyn lause kertoo, ettd ratkaisujen lukumaéra ryhméassa

G yhtélolle P = e on aina alkuluvun p kerrannainen.
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Luku 4

Sylowin lauseet

Taméa luku on jaettu kappaleisiin kunkin Sylowin lauseen mukaan, joita on
kolme kappaletta. Jokaisessa kappaleessa on kayty lépi joitain lauseita, joiden

todistuksia on suoraan kdytetty apuna Sylowin lauseiden todistuksessa.

4.1 Sylowin 1. lause

Lause 4.1.1. Olkoon G ryhmd ja |G| = p", missd p on alkuluku. Tdlloin
Z(Q) ei ole triviaali (eli Ja #e € G: axr =za Vr € G).

Todistus. Kuten totesimme huomautuksessa sivulla 18, ryhma G voidaan
esittda erillisten konjugointiluokkien unionina. Kéaytetdan nyt tata tietoa hy-

viksi, sekd lausetta 2.5.11. Eli siis

|G| = Z alkion a konjugointiluokan koko = Z %
a G a

Nyt summassa kiaydaan lapi yksi alkio a jokaisesta erillisesta konjugointiluo-
kasta. Muistutuksena vield, ettd Cg(a) = {z € Glza = az}.
Olkoon nyt z = |Z(G)], eli z on niiden alkioiden lukuméérd G:ssi, joiden

konjugointiluokassa on vain yksi alkio. Koska e € Z(G), niin z > 1. Mille
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tahansa Z(G):n ulkopuoliselle alkiolle b pétee, ettd sen konjugointiluokassa
on enemmaén kuin yksi alkio ja |Cq(b)| < |G|. Lisdksi, koska lauseen 2.5.12
mukaan Cg(b) < G ja |Cq(b)] jakaa |G|:n lagrangen lauseen mukaan (lause

2.4.5), niin |Cg(b)| = p"®, missi 1 < n(b) < n.Nyt
n IG\ p
p:|G|:Z|CG(a +Z —z+2p

b§§Z G) n(b)<n
Selvésti p jakaa p™:n ja summan Zn(b)<np

n=b) Niin ollen p|z ja koska

z > 1, niin saamme, ettd z > p. Tdten z = |Z(G)] ja téytyy olla olemassa

alkio a # e € Z(G). O

Lause 4.1.2. Olkoon kuvaus f : G — G’ homomorfismi, jonka ydin on
Ker(f) =K. Jos H <G ja jos

H={a€G|f(a) € H'},
niin H <G, H D K ja H/K = H'. Lisiksi, jos H < G', niin H < G.

Todistus. Tutkitaan ensin, onko H < G. Nyt H # 0, silli e € H. Jos a,b €
H, niin f(a), f(b) € H', joten f(ab) = f(a)f(b), koska H' on aliryhma.
Téten ab € H. Tutkitaan vield kddnteisalkio. Jos @ € H, niin f(a) € H',
joten f(a™t) = f(a)™!, koska edelleen H' on aliryhmé. Nyt siis a=! € H ja
nédin ollen aliryhmékriteerin nojalla H < G.

Koska f(K) = {¢’} C H’, missd ¢ on G’:n neutraalialkio, saamme ettd
K C H. Koska K <G (lause 2.4.18) ja K C H, niin tésté seuraa, ettd K <
H. Nyt siis on mahdollista muodostaa tekijaryhméa H/K ja homomorfismin

peruslauseesta (lause 2.4.21) saamme, ettéa
H/K = H'.

Nyt, jos H <G’ ja jos a € G, niin f(a)'H'f(a) C H', eli f(a™'Ha) C H’
ja niinpd a 'Ha C H. Ja titen siis H < G. O
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Lause 4.1.3. (Sylowin 1.lause) Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on p™m,

missd p on alkuluku ja p{m. Tdlloin G:lld on aliryhma, jonka kertaluku on

p.

V2

Todistus. Todistetaan lause induktiolla.

1. Kun n = 0, niin p" = p® = 1 ja {e} < G. Oletetaan téstéi eteenpiin,

etta n > 1.

. Tehd&én induktio-oletus, ettd lause pétee kaikille ryhmille H, joille

[H| <|G].

. Oletetaan, ettd lause ei pade ryhmaélle GG. Nyt induktio-oletuksen no-

jalla p" ei voi jakaa |H|:ta milladn H < G, jos H # G. Erityisesti, jos
a ¢ Z(G), niin Cg(a) # G, joten p™ t |Ca(a)|. Nyt

Ol = G _pm
G Colal = 1o = ik

missd 0 < j<njal<k<m,

joten p|[G : Cg(a)], missd a ¢ Z(G). Kéytetddn seuraavaksi hyviksi
lausetta 4.1.1, eli jos z = |Z(G)|, niin z > 1 ja
p'm=|G|=z+ Z G : Cg(a)].
a¢Z(G)

Nyt p|[G : Cg(a)], jos a & Z(G), eli p|> .4z |G : Cala)]. Lisiksi
tiedetdan, ettd p|p™m, joten myos p|z. Cauchyn lauseen 3.0.15 mukaan
on olemassa alkio a € Z(G) siten, ettd |a| = p, tai toisin kirjoitettuna
a? = e. Olkoon A alkion a generoima aliryhmé ja tilloin |A| = p ja
koska a € Z(G), niin my6s A<LG. Olkoon I' = G/A, eli [T'| = |G|/|A| =
p"m/p = p"'m. Nyt koska |I'| < |G|, niin induktio-oletuksen nojalla

on olemassa aliryhmi M < T, jolle |[M| = p"~L.

Nyt voidaan soveltaa lausetta 4.1.2, silld kuvaus f: T' = G, f(g) = gA

on homomorfismi ja Ker(f) = A. Eli lauseen 4.1.2 mukaan on olemassa
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aliryhmé P < G siten, ettd P D A ja P/A = M. Edelleen, |P| =
|M||A| = p"'p = p". Eli P on siis G:n kertalukua p" oleva aliryhmé ja
tdmé on ristiriita vastaoletuksemme kanssa, ettd G:lla ei ole téllaista

aliryhmaé. Tama ristiriita osoittaa lauseen paikkaansapitavyyden.

4.2 Sylowin 2. lause

Lause 4.2.1. Jos AgB N AhB # 0, niin AgB = AhB. Jos G ddrellinen
ryhmd, niin G = J_, Ag;B, Ag;BN Ag,B # 0 aina, kun j # r sekd

_1AlIBL
Gl = Z |A9: N B|

Todistus. Jos AgB N AhB # (), niin a;gb; = ashbsy, missa siis a; € A ja
bi € B. Eli g = aj'axhbyb;!, joten AgB = (Aaj'ag)h(boby') = AhB. Siis

G = UAgiB

Jos G on éérellinen, niin G = |J;_, Ag;Bja |G| = >, |Ag;B|. Nyt |Ag; B| =

— . . . A9i||B Al|B
|9: ' Ag;B| = |A%B|. Nyt lemman 2.5.4 nojalla |A%B| = ||Ag“lB“ = |f|191|'|m£|3|‘

Siis
Z _AIB|
|A9: N B|
H

Madritelldén ennen Sylowin 2. lausetta térkeé késite, eli Sylowin p-aliryhmét.

Maaritelma 4.2.2. Olkoon G ryhmé ja |G| = p®n, missd p on alkuluku,
a € N ja ptn. Jos ryhméssia G on sellainen aliryhmé P, ettd |P| = p®, niin

P on G:n Sylowin p-aliryhma.
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Huomautus. Jos G:114 on vain yksi Sylowin p-aliryhmé P, niin P < G.
Perustelu: Nyt P9 < G ja |P9 = p* = |P| = P9 on G:n Sylowin p-
aliryhma = p? =pVy e G = P JG.

Lause 4.2.3. (Sylowin 2. lause) Olkoon P ryhmdn G Sylowin p-aliryhmd.

a) JosU <G ja|U|l=p' (1 €N), niin3ge G: U< PI.

b) Kaikki Sylowin p-aliryhmat konjugoivat G:ssd ja niiden lukumdadrd on

(G Ne(P)].
Todistus.  a) Lauseesta 4.2.1 saadaan, etta
[PIIU]
G=\|)PgU G
U gU ja |G| = Z‘pglmm
Jos P%NU < U Vi € {1,...,r}, niin |P‘g[i]r‘w = p%, missd a; > 1 Vi €
{1,...,7}. Nyt

1G] L
| P| Z |P9 N U| Zz:;p '
Nyt ndhdaédn selvisti, etta

a G|
plZplépl‘Pl
=1

mika on tietenkin ristiriita, silla kyseinen p ei voi jakaa tatd osamaéraa.
Siispd 37 € {1,...,r}: P%NU =U ja télloin U < P%.

1. Jos P ja @ ovat G:n Sylowin p-aliryhmié, niin a)- kohdan nojalla 3¢ €
G: Q < PY9. Koska |Q| = |P| = |PY|, niin Q) = P9.
Toinen viite, ettd Sylowin p-aliryhmien lukuméérd on [G : Ng(P)] on

seuraus lauseesta 2.5.11.

[]

Huomautus. (G : P] = |G|/|P| = |G|/INa(P)| - |[Na(P)|/|P| = [G : Na(P)]-
[No(P): P] = [G: Ng(P)] | |G : P]. Eli siis Sylowin p-aliryhmien lukuméé-

rd jakaa P:n indeksin G:ssa.
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4.3 Sylowin 3. lause

Lemma 4.3.1. Olkoon G ryhmd ja ) # M C G. Nyt Ng(M) < G.

Todistus. 1. Selvisti Ng(M) C G. Nyt M® = M jae € G = e €
Na(M) # 0.

2. Olkoon a,b € Ng(M) = M* = M ja M* = M. Nyt M® = (M) =
M® = M = ab € Ng(M).

3. M* =a'Ma=Mlla- ||-at & M =aMa™ = (a)"'Ma™! =
M = a~t € Ng(M).
Aliryhmakriteerin (lause 2.4.3) nojalla siis Ng(M) < G. O

Lause 4.3.2. (Sylowin 3. lause) Olkoon G ryhmd ja p on alkuluku. Nyt

Sylowin p-aliryhmien lukumdadra ryhmdssa G on aina muotoa 1 + kp.

Todistus. Olkoon P G:n Sylowin p-aliryhmé, jolloin |P| = p™. Muodoste-
taan nyt ryhmé G kiyttaméalla kaksoissivuluokkia P:sta, eli G = | J PzP.
Kysymme nyt, ettd kuinka monta alkiota on joukossa PxP. Lemmasta 2.5.4

saadaan, etta
|[P||P]
|P NPz~

Talléin, jos PNxPx~! # P, niin p"*! | [Pz P|, missi siis p" = | P|. Eli toisin

|PzP| =

sanoen: jos x & Ng(P), niin p"*' | |PzP|. Ja myds, jos © € Ng(P), niin
PxP = P(Px) = P?x = Pz, eli tissi tapauksessa |PxP| = p". Eli saadaan,
etta
Gl= > [|PzP|+ Y  |PaP|
zENG(P) zENg(P)
missé jokainen summa kay ldpi yhden alkion jokaisesta kaksoissivuluokasta.

Huomataan, ettd kun z € Ng(P), niin >y p) [P2P] =3 py 1P| Eli

rENg
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lasketaan yhteen oikeanpuoleisia erillisia sivuluokkia. On helppo osoittaa, et-
td P < Ng(P) ja lagrangen lauseesta 2.4.5 saamme, ettd |Ng(P)| = n|Px|,
missd n =sivuluokkien lkm. Néin ollen v . p) [Pz P| = |[Ng(P)|. Enté toi-
nen summalauseke? Asken niimme, etté jokainen termi on jaollinen p™t':1l4,

joten

Pt Y |Pap.
z¢Na(P)
Voimme siis kirjoittaa summan hieman eri tavalla, kuten

Z |PzP| = p"*lu.

z¢Ng(P)
Niin ollen |G| = |Ng(P)| + p™u, eli
n+1
B S N
[Ne(P)| [Ne(P)|

Nyt koska lemman 4.3.1 mukaan Ng(P) < G, niin |Ng(P)| | |G| ja télléin

u’\’;;;&g“)' on kokonaisluku. My®s, koska p"*! 1 |G|, niin p"*™ § [Ng(P)|. Mutta
nyt téytyy péted, ettd p | %, eli voimme Kkirjoittaa, etta “pv%(;“)' = kp.

Katsotaan nyt dsken saamaamme yhtaloa uudelleen ja saamme, etta

|G| anrlu
[Na(P)] [Na(P)|

Nyt Sylowin 2. lauseen mukaan (lause 4.2.3) indeksi [G : Ng(P)] antaa meille

Sylowin p-aliryhmien lukuméérén, joten lause on todistettu. ]

4.4 Sovelluksia

Nyt onkin hyva aika kysyd, ettd mihin Sylowin lauseita voidaan kiyttaa.
Téassa osiossa kaydaan lapi pari kohtalaisen yksinkertaista esimerkkia siité,
miten ryhmén kertaluvusta voidaan Sylowin lauseiden avulla saada tietoa
ryhmén rakenteesta. Ennen esimerkkeja taytyy kiayda lapi pari aputulosta

sovelluksia varten ja méaaritelld yksinkertainen ryhma.
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Lemma 4.4.1. Olkoon G ryhmd. Nyt Z(G) < G.

Todistus. Kuvaus F': G — I(G), F(a) = f,-1 on surjektio. Nyt F(ab)(x) =
fn-+(2) = aba(ab) ! = ababa™t = fur(fa(2)) = (fus 0 frmt)(@) =
[F(a) o F(b)](z) = F(ab) = F(a) o F(b), eli kuvaus on homomorfismi.

Nyt Ker(f) = {a € G|F(a) = Idg} = {a € Glava™ =z Vz € G} =
{a € Glax = za Yz € G} = Z(G). Néin ollen lauseen 2.4.18 nojalla Z(G) <
G. O

Lemma 4.4.2. Olkoon G ryhma ja G/Z(G) syklinen. Nyt G on Abelin ryh-

mda.

Todistus. Nyt G/Z(G) = {gZ|g € G} = (aZ). Olkoon =,y € G = zZ,yZ €
G/Z(G) = (aZ). Saamme, ettd 2 = (aZ)™ = a7 ja yZ = (aZ)" = a",
missa m,n € Z.

Ajatellaan tekijaryhmét joukkoina, eli esim. 27 = {zz|z € Z} ja e €
Z(G) = xe € xZ. Nyt aZ > xe = x = a™z € d"Z, yZ > ye = y =
a"zo € a"Z, missé 21,29 € Z. Nyt siis 2y = (a™21)(a"22) = (a™a™)z22; =
A" M zoz1 = a1 2921 = a"aM 2921 = (a"29)(a™z1) = yx. Nyt siis G on Abelin

ryhma. O]

Lause 4.4.3. Olkoon G ryhmi ja |G| = p*, missi p on alkuluku. Nyt G on
Abelin ryhmi.

Todistus. Lauseesta 4.1.1 saadaan, ettd Z(G) > {e} = |Z(G)| = p tai
|Z(@)| = p?. Jos | Z(G)| = p, niin lemman 4.4.1 mukaan Z(G) <G ja voidaan
muodostaa tekijiryhmi G/Z(G). Nyt |G/Z(G)| = |G|/|Z(G)| =p*/p =p =
G/Z(G) on syklinen ja lemman 4.4.2 nojalla G on Abelin ryhma.

Jos | Z(G)| = p?, niin Z(G) = G ja keskuksen méiéritelmin nojalla G' on
Abelin ryhma. O
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Maaritelma 4.4.4. Olkoon G ryhmé. Nyt G on yksinkertainen ryhmé, jos

silld on vain triviaalit normaalit aliryhmaét, eli {e} ja G itse.

Tutkitaan nyt paria esimerkkii ja kdytetédén esimerkeissa merkintad N(p) =

Sylowin p-aliryhmien lukumaééra.

Esimerkki 4.4.5. Olkoon G ryhmd ja |G| = 42. Onko G yksinkertainen

ryhmda?

Ratkaisu:

Nyt |G| = 42 = 2-3-7. Eli G:ll4 on Sylowin 2-aliryhmié, Sylowin 3-
aliryvhmié ja Sylowin 7-aliryhmid. Tutkitaan Sylowin 7-aliryhmid. Nyt Sy-
lowin 3. lauseen mukaan N(7) = 14 7k, missd k € Z. Sylowin 2. lauseen
jalkeinen huomautus kertoo, ettd 1 + 7k | 2 -3 = 6, mistd saamme, ettd
N(7) = 1. Merkitaén téta Sylowin 7-aliryhméd P:lla. Nyt koska P on ainoa
Sylowin 7-aliryhmé G:ssé, niin P < G (mééritelmén 4.2.2 huomautus). Nyt
myés |P| = 7' = 7, joten P # {e} ja erityisesti P # G. Joten siis G sisl-
tdd ei-triviaalin normaalin aliryhmén ja néin ollen G ei ole yksinkertainen

ryhma.
Esimerkki 4.4.6. Olkoon G ryhmd ja |G| = 1225. Onko G Abelin ryhmd?

Ratkaisu:
Nyt |G| = 52 - 7%. Tarkastellaan Sylowin p-aliryhmié aloittaen 5-aliryhmisté.
Sylowin lauseiden mukaan N(5) = 1+ 5k ja 1+ 5k | 72 = 49 = N(5) = 1.
Merkitdén téatd Sylowin 5-aliryhméaéd P:11a. Nyt koska P on ainoa Sylowin
5-aliryhmé, niin P JG.

Sama pétee Sylowin 7-aliryhmille, eli N(7) = 1+7h ja 1+7h | 5* = 25 =
N(7) = 1. Olkoon Sylowin 7-aliryvhmé @. Nyt myo6s @ < G.

Nyt lauseen 4.4.3 mukaan P ja ) ovat molemmat Abelin ryhmié. Olkoon

x € Pjay e Q. Koska P ja Q ovat molemmat normaaleja, niin zyz~ty~! €
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PN Q = {e} (koska syt(25,49) = 1), eli zyz~'y™' = ¢ = zy = yx. Nyt
siis kaikki alkiot kommutoivat PQ:ssa ja lisiksi |PQ| = |P||Q|/|P N Q| =
52 - 7% = |G| (lause 2.5.4), joten PQ = G ja niin ollen G on Abelin ryhma.

33



Kirjallisuutta

[1] I.N. Herstein: Abstract Algebra- 3rd edition, Prentice-Hall, New Jersey,
1990.

[2] I.N. Herstein: Topics in Algebra- 2nd edition, John Wiley & Sons, New
York, 1975.

[3] M. Niemenmaa, Kari Myllyld, Juha-Matti Tirila: Lukuteoria ja ryhmaét,

luentomoniste, Oulun yliopisto, kevéit 2011.

[4] M. Niemenmaa, Ryhmaéteoria, luennot ja muistiinpanot, Oulun yliopis-

to, syksy 20009.

34



