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Johdanto

Tutkielmassa esitetddn algebrallisen rakenteen, syklisen ryhmaén, teoriaa ja
ominaisuuksia. Tutkielman aluksi kdyd&an lapi ryhméteorian alkeita, jotta
varsinaisen aiheen, syklisen ryhmén, ominaisuudet saadaan esitettyi selkeds-
t1 ja ymmarrettavasti.

Tutkielman aluksi esitetdadn ryhméan méaritelméa. Kaydaan lapi ryhméan to-
teuttamat aksioomat assosiatiivisuus, ykkos- eli neutraalialkion olemassao-
lo sekd kddnteisalkion olemassaolo. Maéritelliin myos ryhmén kertaluku eli
ryhmén alkioiden lukumaééré, joka on oleellisena osana syklisen ryhmén ra-
kenteen maarittamista.

Seuraavaksi méadritellidin ryhmén aliryhmé, josta etenkin aliryhmékriteeri
nousee tirkeddn osaan. Tutkielmassa késitellidn my6s aliryvhmén vasemmat
ja oikeat sivuluokat, jotta saadaan ymmarrettivisti esitettyd déarellisten ryh-
mien perustulos, Lagrangen lause. Lopuksi esitetdén vield ryhmaéteoriaan
oleellisena osana kuuluvat normaali aliryhma ja tekijaryhméa sekd méaaritel-
ld4n ryhméihomomorfismi.

Néaiden pohjatietojen jalkeen syvennytddn tutkielman aiheeseen, sykliseen
ryhmééan. Aihetta ldhestytadn ryhmén alkioiden kokonaislukupotenssien kaut-
ta, jonka jélkeen esitetddn syklisen ryhmén méaritelméa ja lauseet todistuk-
sineen.

Tutkielmassa esitetdin tarkasti syklisen ryhmén ominaisuudet. Aluksi kiy-
daan lapi syklisen ryhmén kommutatiivisuus, esitetddn alkion kertaluvun
médrittdmat ominaisuudet sekd todistetaan syklisen ryhmén tekijaryhmén
syklisyys.

Seuraavaksi syvennytddn syklisen ryhmén isomorfisuuteen. Todetaan, ettd
samaa kertalukua olevat sykliset ryhmét ovat isomorfisia keskendin seké esi-
tetddn isomorfisuus niin direllisessd kuin ddrettoméssikin tapauksessa.

Tutkielman lopuksi isompana aihealueena méaritelldsin syklisen ryhmén ali-



ryhmé. Osoitetaan, ettéd syklisen ryhmén aliryhmét voidaan esittia ja luetel-
la tarkasti sekd ddrettoméissi ettd dédrellisessd tapauksessa. Osoitetaan myos
syklisen ryhmén aliryhmén syklisyys seké aliryvhmén normaalisuus.

Tutkielman ldhteend on kiytetty pafasiassa teosta [6]. Apuna on kidytetty

my0Os useita muita abstraktin algebran julkaisuja ja teoksia.



1 Ryhmaiteoriaa

Téssa luvussa kiydaan ldpi ryhmateorian alkeita, jotka luovat pohjaa var-
sinaisen aiheen kisittelyyn. Esitetdan ryhmén ja aliryvhmén mairitelmét ja
lauseet todistuksineen sekd méaritelldin normaali aliryhmé, tekijaryhma ja

ryhmidhomomorfismi.

1.1 Ryhman mairitelméa

Ryhmaé on yhden joukon ja yhden laskutoimituksen muodostava algebrallinen

rakenne. Joukon tulee olla suljettu laskutoimituksen suhteen.

Maaritelmd 1.1.1. Olkoon S epityhja joukko. Kuvaus S x S — S on jou-
kon S laskutoimitus eli binddrinen operaatio.

Merkitaan bindaristd operaatiota symbolilla (%) . Bindérinen operaatio liitt&a
jokaiseen jirjestettyyn pariin (a,b) € S x S joukon S erddn yksikésitteisen
alkion a * b. Nyt siis a x b € S aina, kun a,b € S. Koska laskutoimituk-
sen arvojoukko on joukon S osajoukko, sanotaan joukon S olevan suljettu

laskutoimituksen (x) suhteen.
Mé&iritelma 1.1.2. Binddirinen operaatio (%) on

i) assosiatiivinen (liitdnnéinen) joukossa S, mikéli a* (bxc) = (a*b)*c

aina, kun a,b,c € S,

ii) kommutatiivinen (vaihdannainen) joukossa S, mikili a xb = b* a

aina, kun a,b € S.

Miaritelma 1.1.3. Pari (G, *), missd G on epityhjd joukko ja () siihen
liittyva binddrinen operaatio, on yhden laskutoimituksen algebrallinen

struktuuri.



Maéédritelmi 1.1.4. Olkoot G # 0 ja (%) joukon G binédérinen operaatio.
Pari (G, %) on ryhmd (group), mikali

G1) operaatio (%) on assosiatiivinen eli
ax(bxc)=(axb)*c
aina, kun a,b,c € G}
G2) on olemassa sellainen alkio e € G, ettd
axe=a=exa

aina, kun a € G. Alkiota e kutsutaan ykkss- eli neutraalialkioksi

(identity /neutral element);
G3) aina, kun a € G, on olemassa sellainen alkio b € G, etta
axb=bxa=e.

Alkiota b kutsutaan alkion a k#dnteisalkioksi (inverse element). Ryh-

mén alkion a kiifinteisalkiota merkitiin symbolilla a~!.

Ryhma4 on siis algebrallinen struktuuri, joka toteuttaa aksioomat G1, G2 ja
G3.

Jos liséiksi pari (G, %) toteuttaa kommutatiivisuuden ehdon
G4) axb=bxa aina, kun a,b € G,

niin kyseessd on Abelin ryhma eli kommutatiivinen ryhmé. Jos axb = bxa,
niin alkioiden a ja b sanotaan kommutoivan. Jos alkiot a ja b eiviat kommu-

toi, on kyseessé ei-kommutatiivinen ryhma.

Esimerkki 1.1.5. Reaalilukujen joukko R ja kompleksilukujen joukko C ovat
yhteenlaskun suhteen ryhmid. Nyt yhteenlasku on assosiatiivinen, neutraalial-

kiona luku O ja alkion a kdanteisalkiona on vastaluku —a.



Joukot R* = R\{0} ja C* = C\{0} owat kertolaskun suhteen ryhmid. Bindd-
rinen operatio on nyt assosiatitvinen, neutraalialkiona on luku 1 ja alkion
a # 0 kddnteisalkiona kddnteisluku a=* = i

Luonnolliset luvut varustettuna yhteenlaskulla ei ole ryhmd. Nyt yhteenlas-
ku on assosiatiivinen ja neutraalialkiona on luku 0, mutta joukosta puuttuu

kddnteisalkiotta. Estmerkikst luonnollisella luvulla 1 ei ole kddnteisalkiota,

silld ei ole olemassa sellaista lunnollista lukua n, jolle pitee n + 1 = 0.

Jatkossa ryhmaésta (G, *) kiytetddin merkintdd G, mikili operaatiosta (x)

ei ole epdselvyytti. Ja ndin ollen operaatiota a * b merkitdan lyhyemmin ab.
Lause 1.1.6. Olkoon G ryhmd. Talléin

i) on olemassa yksikdasitteinen neutraalialkio e € G, jolleexa =a =axe

aina, kun a € G,

i) aina kun a € G, on olemassa yksikdisitteinen kddnteisalkio a™ € G,

jolleaxat=e=a'xaq,

iii) yhtdlolla ax = b on yksikdsitteinen ratkaisu x € G, kun a,b € G,
i) yhtalolld ya = b on yksikdsitteinen ratkaisu y € G, kun a,b € G.
Todistus. Ryhméan méaéritelmén mukaiset ominaisuudet ovat nyt voimassa.

i) Olkoot e ja e molemmat ryhmén G neutraalialkioita.

Nyt

ee = e,
toisaalta taas

ee =¢
Eli saadaan

e =e.

Néin ollen neutraalialkio on yksikésitteinen.



ii) Olkoot a! ja b alkion a kiéinteisalkioita.

Siis

ja
ab = ba = e.

Talléin neutraalialkion ja assosiatiivisuuden nojalla saadaan
a ' =ea! = (ba)a~" = blaa™") = be = b.
Eli kunkin alkion kidnteisalkio on yksikésitteinen.

iii) Olkoon ax = b.

Operoimalla yhtild molemmin puolin vasemmalta alkiolla a~! saadaan
a Y(az) = a b

Edelleen assosiatiivisuuden nojalla saadaan
(a ta)r =a'b,

jolloin
exr =a b
eli

x=a ‘b

Eli yhtalollda axz = b on yksikésitteinen ratkaisu z, joka on ryhmén G

alkio.

iv) Olkoon ya = b.

Operoimalla yht#ld molemmin puolin oikealta alkiolla a~! saadaan



Assosiatiivisuuden nojalla saadaan

josta edelleen kddnteisalkion olemassaolon nojalla

ye = ba~!

eli

y = ba

Eli yhtalollda ya = b on yksikésitteinen ratkaisu y, joka on ryhmén G

alkio.

1.2 Kertaluku

Ryhmén G kertaluku (order of GG) tarkoittaa joukon G alkioiden lukuméi-

rad. Ryhmén kertalukua merkitdén | G |.

Maaritelma 1.2.1. Ryhmad G kutsutaan d&relliseksi, jos siind on dérel-
linen méaéra alkioita. Kun taas ryhmé on aareton, jos alkioita on ddreton

maara.

Esimerkki 1.2.2. Tarkastellaan ryhmdd (R, +). Nyt ryhman R kertaluku on
adreton, koska sen alkioiden lukumddrd on ddretén. Kyseessd on siis adreton

ryhmd.

1.3 Aliryhmin mairitelméa

Maéiritelmi 1.3.1. Olkoon (G, *) ryhmé ja H C G, H # 0. Jos (H,x*)
on ryhmé, niin sitd sanotaan ryhmén (G, *) aliryhmé&ksi (subgroup). Tété

aliryhm&d merkitdén (H, x) < (G, %) tai lyhyemmin H < G.

8



Lause 1.3.2. (Aliryhmdakriteeri). Olkoot G ryhmd ja H C G, H # (). Nyt

H < G jos ja vain jos seuraavat ehdot ovat voimassa,

1) kun a,b € H, niin ab € H,

2) jokaisella alkiolla a € H on olemassa kidinteisalkio a™' € H.

Todistus. Todistetaan ensin lause vasemmalta oikealle.

Jos H on ryhméin G aliryhmi, niin H on ryhmé, joten ehdot 1) ja 2) ovat
voimassa.

Seuraavaksi todistetaan lause oikealta vasemmalle.

Oletetaan, ettii ehdot 1) ja 2) ovat voimassa. Ehdosta 1) seuraa, ettd kysees-
sd on binddrinen operaatio joukossa H. Koska operaatio on assosiatiivinen
ryhmaéssa G, niin se on assosiatiivinen myos ryhmén G osajoukossa H.

Jos a € H, niin ehdon 2) nojalla a=' € H.

Siten ehdon 1) nojalla aa™! =e € H.

Nain ollen H on ryhmé eli H < G. ]

Lause 1.3.3. Olkoot G ryhmd ja H C G, H # 0. Tdlloin H < G jos ja vain
jos ehto

3) kun a,b € H, niin ab™' € H
0N VOIMassa.

Todistus. Todistetaan ensin lause vasemmalta oikealle.

Jos H < G, niin ehto 3) toteutuu, silla H on ryhma.

Todistetaan seuraavaksi lause oikealta vasemmalle.

Oletetaan, etté ehto 3) on voimassa. Jos a € H, niin ehdon 3) nojalla aa™! =
e € H. Edelleen ea™ = a™! € H, joten lauseen 1.3.2 ehto 2) toteutuu.

Jos a,b € H, niin edellisen nojalla b=! € H ja ehdon 3) nojalla
ab=a(b™")"' € H.

Siten myos lauseen 1.3.2 ehto 1) toteutuu. Néin ollen lauseen 1.3.2 nojalla

H < G. [l



1.4 Sivuluokat ja Lagrangen lause

Téassé kappaleessa kiydadn ldpi hyvin térked perustulos dédrellisten ryhmien
teoriassa, Lagrangen lause. Sen perusteella direllisen ryhmén aliryhmén
kertaluku jakaa aina ryhmén kertaluvun. Aluksi esitetdin sivuluokkien méa-

ritelmé, jota tarvitaan Lagrangen lauseen ymmarrettivain esitykseen.

Méiritelma 1.4.1. Olkoon (G, *) ryhmé ja (H,*) sen aliryhmé. Télloin
alkion a € G midrddméi aliryhmén H vasen sivuluokka (left coset) on

joukko
aH=axH={axh|heH}.

Vastaavasti alkion a € G madradmé aliryvhmén H oikea sivuluokka (right
coset) on joukko

Ha=Hxa={h*a|he H}.

Kaikki aliryhmin H vasemmat ja oikeat sivuluokat saadaan, kun a kay lapi

joukon G kaikki alkiot.

Maaritelma 1.4.2. Olkoon H ryhmén G aliryhmé. Aliryhméin H erillis-
ten vasempien tai oikeiden sivuluokkien lukumééra on aliryvhmén H indeksi

(index) ryhméssi G. Indeksisté kiytetdan merkintdd [G : H].
Lause 1.4.3. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd ja a,b € G. Tdlldoin
(i) a € aH,
(ii) aH = bH, jos ja vain jos b~'a € H,
(iii) joko aH = bH tai aH NbH = ).
Todistus. (i) Olkoon a € G. Koska a = ae ja e € H, niin a = ae € aH.

(ii) Olkoot a,b € G. Oletetaan ensin, ettd aH = bH. Koska a € aH ja

aH = bH, niin on olemassa sellainen h' € H, ettd a = bh/. Tastd
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seuraa, ettd b~la = h' € H.

Oletetaan seuraavaksi kiéntien, etti b='a = I’/ € H. Osoitetaan aluksi,
etti aH C bH. Olkoon ah € aH. Oletuksesta seuraa, etti a = bh'.
Silloin ah = bh'h € bH. Tésté seuraa, ettd aH C bH.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd bH C aH. Olkoon bh € bH. Oletuksesta
b~la = I/ seuraa, ettd a(h’)~' = b. Silloin bh = a(h')"'h € aH. Ja siten
bH C aH.

Nyt on siis osoitettu, ettd aH C bH ja bH C aH, joten voidaan todeta,
ettd aH = bH.

(iii) Jos aH NbH = (), niin sivuluokat aH ja bH ovat erilliset.

Oletetaan nyt, ettd aH NbH # (). Osoitetaan, ettd aH = bH. Koska
aH NbH # (), niin on olemassa sellainen alkio ¢, ettd ¢ € aH NbH.
Talléin ¢ € aH ja ¢ € bH, joten on olemassa sellaiset hq, hy € H, etté
¢ = ahy ja ¢ = bhsy. Eli saadaan ah; = bhsy, mistd edelleen saadaan
b~'a = hyh;~'. Niin ollen b~'a € H ja kohdan (i) nojalla aH = bH.
Néin on todistettu, ettd sivuluokat aH ja bH ovat joko erilliset tai
samat.

]

Lause 1.4.4. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Talloin aliryhmdin H kertaluku

on sama, kuin minkd tahansa sivuluokan aH tar Ha alkioiden lukumdadrd.

Todistus. Olkoot hy ja hy aliryhmén H kaksi alkiota. Jos nyt jollekin a € G
patee

Clhl = Clhg,

niin operoimalla puolittain alkion a kiifinteisalkiolla a~! saadaan
hy = hs.

Téaten jokaisessa sivuluokassa aH on yhtd monta alkiota, kuin aliryhmaéssé

H. [l
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Lause 1.4.5. (Lagrangen lause). Olkoot G ddrellinen ryhma, H < G ja

n aliryhman H vasempien siwwuluokkien lukumddrd ryhmdssa G. Tdlloin
|G l=n|H].

Eli ddrellisessd ryhmdassd aliryhmdn kertaluku jakaa ryhmdn kertaluvun. Li-

saksi on voimassa yhtdlo vl
G: H]= TH |
Todistus. Koska G on darellinen, niin aliryvhmin H erillisten vasempien si-
vuluokkien lukumaéira on my6s aarellinen. Olkoon {a1H,axH, ..., a,H} ali-
ryhmén H kaikkien erillisten vasempien sivuluokkien joukko ryhméssid G.
Talloin jokaista alkiota a € G kohti on olemassa sellainen alkio a;, 1 < i < n,
ettd aH = a;H. Lisdksi lauseen 1.4.3 kohdan (7) nojalla @ € aH. Niin ol-
len jokainen ryhméan G alkio kuuluu yhteen sivuluokista a;H, joten G =
aiHUasHU---Ua,H. Lauseen 1.4.3 kohdan (#ii) perusteella tdmé yhdiste
koostuu erillisistd joukoista, jolloin | G |=| a1 H | + | aoH | +---+ | a, H |.
Niin ollen [G : H] = n. Lauseen 1.4.4 nojalla | a;H |=| H | aina, kun
1<i<mn,joten |G|=n|H]| Ninollen |G |=[G: H|] | H|.

O

1.5 Normaali aliryhméi

Maaritelma 1.5.1. Olkoon G ryhmé ja N < G. Aliryhm#id N sanotaan
normaaliksi aliryhmaiksi (normal subgroup), jos sen vasemmat ja oikeat

sivuluokat ovat samat eli
aN = Na aina, kun a € G.

Talloin merkitaan

N 4 G.

Jos N on aito aliryhmé, voidaan kidyttda merkintdd N < G.
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Lause 1.5.2. Kommutatiivisen ryhmdan jokainen aliryhmd on normaali.

Todistus. Olkoon G kommutatiivinen ryhma ja N < G. Nyt
aN ={an |n € N}

={na|ne N}

= Na.

Lause 1.5.3. Ryhmdin G aliryhmd N on normaali, jos ja vain jos
aNa ! C N aina, kun a € G.

Todistus. Todistetaan ensin lause vasemmalta oikealle.
Oletetaan, ettd N < G eli aN = Na aina, kun a € G. Jos nyt y €
aNa™' = {ana™' | n € N}, niin alkio y voidaan kirjoittaa muotoon y = aka™?,
missd k € N. Nyt ak € aN. Koska aN = Na, niin télldin ak = k'a, missi
k' € N. Joten siis

y=aka' =kKaa ' =ke=1Fk.
Niin ollen aNa~t C N.
Todistetaan sitten lause oikealta vasemmalle.
Oletetaan, ettéi aNa~' C N aina, kun a € G. Olkoon nyt y € aNN, jolloin

y = an, missd n € N. Talloin
Yy =an =ane = ana la = (ana_l)a

eli y € Na, jolloin saadaan aN C Na.
Olkoon nyt t € Na, jolloin ¢t = ma, missda m € N. Télldin

t = ma = ema = aa”'ma = a(a 'ma)

elit € aN, jolloin edelleen Na C aN.
Taten Na =aN eli N < G. O
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Lause 1.5.4. Olkoon N ryhmdn G normaali aliryhmd. Silloin
aNa™ ' =N
aina, kun a € G.

Todistus. Olkoon a € G. Lauseen 1.5.3 mukaan aNa~! C N eli nyt myos
a'Na C N.
Nyt N =a(a 'Na)a=t C aNa™!, joten aNa~' = N aina, kun a € G. O

Edelld olevan lauseen nojalla ryhman G aliryhmén N normaalisuuden

ehto on

aNa '=N

aina, kun a € G. Usein tdma normaalisuuden ehto on helpompi kayttaa, kuin

normaalin aliryhmén maééritelmén mukainen ehto.

Lause 1.5.5. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd. Nyt H on ryhmdn G normaali
aliryhmd, jos ja vain jos aha™ € H aina, kun a € G ja h € H.

Todistus. Todistetaan ensin lause vasemmalta oikealle.

Eli oletetaan nyt ettd H on ryhmin G normaali aliryhmé. Olkoon a € G ja
h € H. Oletuksen perusteella ja lauseen 1.5.3 nojalla saadaan, etti aHa ' C
H eli aha™! € H aina, kun a € G, h € H.

Todistetaan sitten lause oikealta vasemmalle.

Oletetaan, ettid aha™! € H aina, kun a € G, h € H. Oletuksesta seuraa, etté
aHa™' C H aina, kun a € G. Lauseen 1.5.3 nojalla H on ryhmén G normaali

aliryhma. O

Maaritelma 1.5.6. Jos ryhmilld G on vain triviaalit normaalit aliryhmaét

{e} ja G, niin G on yksinkertainen ryhma (trivial group).

Miaéritelmi 1.5.7. Olkoon N < G. Sivuluokkien joukossa {aN | a € G}

voidaan médritelld operaatio (*) seuraavasti:
aN * bN = abN.
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Osoitetaan, ettd ndin saatu operaatio (x) on hyvin médritelty eli
aN x DN = abN

on riippumaton sivuluokkien a/N ja bN edustajien valinnasta.

Valitaan nyt toiset sellaiset edustajat a’ ja b, ettéd
aN = d N
ja
bN = b'N.
Silloin a € a’N, joten on olemassa sellainen n; € N, ettd a = a'ny. Vastaa-
vasti b € b’ N ja on olemassa sellainen ny € N, etti b = b'ns.

Nyt tulee osoittaa, ettd (ab) N = (a’b')N.

Olkoon n € N. Téll6in operaation assosiatiivisuuden nojalla
(ab)n = ((a’'ny)(V'ng))n = a'nib'nan.

Koska N on normaali aliryhmé, niin jollekkin ny € N on n;b’ = b'ns. Niin
ollen

(ab)n = a'b'ngnon = a'b'n’,

missd n’ = ngnan € N. Téten abN C o'b' N. Samoin voidaan osoittaa, ettd

a’/ N C abN. Néin ollen operaatio (x) on hyvin méaéritelty.

Lause 1.5.8. Olkoon G ryhmd ja N < G. Tdlloin ({aN | a € G}, %) on

ryhmd.

Todistus. Nyt aN «bN = abN eli (%) on bindérinen operaatio joukossa {aN |
a € G}. Nyt algebrallinen struktuuri ({aN | a € G},*) toteuttaa ryhmén

maaritelman vaatimat aksioomat:

G1) Bin#drinen operaatio on assosiatiivinen, silld (aN * bN) * ¢cN = abN *

c¢N = (ab)cN = a(bc)N = aN xbcN = aN % (bN * cN).
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G2) Neutraalialkiona on nyt sivuluokka eN, silld eN * aN = eaN = aN =
aeN = aN xeN.

G3) Alkion aN kidinteisalkio on nyt sivuluokka a™' N, silli a ' N * aN =
ataN =eN =N jaaN+*a 'N=aa'N=eN=N.

Siten ({aN | a € G}, %) on ryhma. O

1.6 Tekijaryhma

Tekijaryhmé on tiedossa olevasta ryhmésté GG ja sen normaalista aliryhmésti

N konstruoitu uusi ryhma.

Miiritelmi 1.6.1. Edellisessd lauseessa esiteltyd paria ({aN | a € G}, %)
kutsutaan ryhmén G tekijiryhmiksi (factor group) normaalin aliryhmén

N suhteen. Tillaisesta ryhmésta kiytetddn merkintédi
G/N.
Nyt
|G|
| G/N [= A

mikéli ryhmé G on darellinen.

Lause 1.6.2. Olkoon G ryhmd ja N sen normaali aliryhmd. Nyt tekijiryh-
mén G /N alkiolle gN pitee (gN)* = g*N kaikilla k € 7Z.

Todistus. Nyt G on ryhmé ja N on sen normaali aliryhmi, joten operaatio

voidaan maédritella sivuluokkien joukossa seuraavasti:
GiN * goN = g1 * g2 N.
Kun k£ = 0, niin lauseen 1.5.8 nojalla

(gN)? = eN = ¢°N.
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Todistetaan seuraavaksi lause tapauksessa k& > 0. T&lloin saadaan, etta
(gN)! = gN,

(gN)? = gN % gN = ggN = ¢g°N,

(gN)? = gN % >N = g¢>N = ¢°N,

(gN)" = gN % ¢" !N = gg" ' N = ¢*N,

kaikilla & > 0.

Olkoon sitten k < 0. Voidaan todeta, etti (gN)~' = g~ !N, silld lauseen
1.5.8 nojalla ¢g~'N on alkion gN kiiinteisalkio (¢N)~™'. Nyt G on ryhmi,
joten ¢g-! € G. Lisiiksi todetaan, ettd kun k < 0, niin —k > 0 ja lisiksi
(g71) kN = ¢*N. Niin saadaan

(gN)F = (gN)VER = (gN) ) F = (g7'N)F = (g7")*N = ¢"N.

1.7 Ryhmahomomorfismi

Miaritelma 1.7.1. Olkoot (G, -) ja (H,*) ryhmid. Kuvausta f : G — H
sanotaan homomorfismiksi (homomorphism) ryhméltd G ryhmiélle H, mi-
kali

fla-b) = f(a) = f(b)

aina, kun a,b € G.

Lause 1.7.2. Olkoon f : G — H homomorfismi ja olkoot e ja eg ryhmien
G ja H neutraalialkiot. Talloin

flec) =en
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aina, kun a € G.

Todistus. Nyt

flea) * fleq) = flea - eq) = flea) = fleq) * en.

Eli
flea) x flea) = flea) x en.

Operoidaan nyt molemmat puolet vasemmalta alkiolla f(eg)™!. Saadaan

f(eG) = €H.

Nyt myos
fla™)* f(a) = fa™" -a) = fle) = en

ja

eli saadaan

Maaritelm4 1.7.3. Olkoon f: G — H homomorfismi. Joukkoa

Im(f) = f(G) = {f(x) | x € G}

sanotaan homomorfismin f kuvaksi (the image of f) ja joukkoa

Ker(f) ={z e G| f(z) = en}

sanotaan homomorfismin ytimeksi (the kernel of f).
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Maiésritelmi 1.7.4. Ryhmit (G, -) ja (H,*) ovat isomorfiset eli raken-
neyhtenevit, mikéli on olemassa bijektio f : G — H, joka toteuttaa ehdon
fla-b) = f(a) * f(b) aina, kun a,b € G. Voidaan my6s sanoa, ettd kuvaus f

on bijektiivinen homomorfismi. Talloin merkitaan
G2 H

tai tdsmallisemmin

(G7 ) = (H7 *)

ja sanotaan, ettd kuvaus f on ryhmaéaisomorfismi.
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2 Syklinen ryhma

Tasta alkaa tutkielman aiheen varsinainen késittely. Syklinen ryhméa G on
yhden alkion generoima ryhmé. Ryhmaélla G on siis olemassa sellainen alkio
a, jonka kokonaislukupotensseina saadaan kaikki ryhmén G alkiot.

Sykliset ryhméit muodostavat yksinkertaisimman luokan kaikkien ryhmien
joukossa. Niiden rakenne on hyvin suoraviivainen ja selked. Syklinen ryhmé&
voi sisdltda tietyn madrdn alkioita tai sitten se voi olla dareton ryhma.
Taméan luvun alussa kdydédan ldpi ryhmén alkion kokonaislukupotenssit ja
niiden ominaisuudet, jonka jilkeen siirrytidin syklisen ryhmén méaritelméin
ja tuloksiin todistuksineen. Méiritelmén jalkeen syvennytdan tutkimaan ai-
hetta yksityiskohtaisemmin. Osoitetaan syklisen ryhmén olevan aina Abelin
ryhmaé, esitetddn tuloksia alkion kertaluvun avulla, sekéi osoitetaan syklisen

ryhmén tekijiryhmén olevan myos aina syklinen.

2.1 Ryhmaéan alkion kokonaislukupotenssit

Tasséi kappaleessa ldhestytdan syklisen ryhmén méaéritelméa ryhméan alkion
kokonaislukupotenssien kautta. Syklisen ryhmén tarkka méaritelma kiydaan

lapi kappaleessa 2.2

Maéritelladn ryhméan alkion kokonaislukupotenssit seuraavasti.

Olkoon (G, %) ryhmé ja a € G. Kun n € Z, niin

ja

n%l
Lisiksi asetetaan a® = e. T#llsin joukko H = {a* | k € Z} on joukon G

osajoukko.

20



Jos x,y € H, niin x = a™ ja y = a” erdilld m,n € Z. Tall6in myo6s
ry '=a"a" =a"" € H.

Néin ollen osajoukko H on lauseen 1.3.3 nojalla ryhmén G aliryhma.

Ryhm#i H eli alkion a potenssien joukkoa merkitdin symbolilla (a), eli
H={(a) ={d" | k€ 7).

Seuraavissa lauseissa 2.1.2 ja 2.1.3 tutkitaan tarkemmin alkion a potenssien
joukon (a) ominaisuuksia.

Huomioidaan, ettd ryhmén bindérisen operaation ollessa yhteenlaskunkaltai-
nen, niin termin potenssien joukon sijasta on syytd kiyttda termid moniker-

tojen joukko. Téllaista joukkoa merkitdian
(a) ={ka | k € Z}.

Maiésritelms 2.1.1. Aliryhméi (a) sanotaan alkion a generoimaksi ali-
ryhmaiksi. Tastd voidaan kiyttdd myos termii alkion a virittAma aliryh-

ma.

Lause 2.1.2. Olkoon (G,%) ryhmd ja a € G. Tdlldin (a) on ryhmdin G

suppein aliryhmd, joka sisdltdd alkion a.

Todistus. Todistetaan aluksi, ettd (a) on ryhmén G aliryhmaé.

Kun asetetaan k = 1, saadaan a' = a € (a). Néin ollen joukko (a) sisiltda
alkion a.

Olkoot b, ¢ € (a) mielivaltaisesti valitut. Silloin b = a*, c = @', missi k, [ € Z.

Voidaan todeta, etté

Téasta seuraa, etta
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missa k — [ € Z. Nain ollen

Téten lauseen 1.3.3 nojalla joukko (a) on ryhmén G aliryhma.

Todistetaan vield, ettd (a) on ryhmén G suppein aliryhmai, joka siséltda
alkion a.

Suppein aliryhma tarkoittaa sisiltyvyysrelaation suhteen pieninté aliryhméa.
Alkion a generoiman aliryvhmén tulisi olla siis sellainen aliryhma, joka siséltyy
kaikkiin sellaisiin aliryhmiin, joissa on alkiona a.

Oletetaan, etti, M < G ja a € M. Koska M on ryhmi, niin a* € M aina,
kun k£ € Z. Néin ollen (a) C M.

Néin voidaan todeta, etté (a) on suppein ryhmén G aliryhmé, joka sisdltdaa

alkion a. O
Lause 2.1.3. Olkoon (G, ) ryhmd ja a € G.

i) Jos (a) on ddrellinen ryhmd ja merkitidn ryhmdn (a) kertalukua
| (a) |= m, niin
(a) = {e,a,ad® ...,a" '}, (1)

missd a™ = e. Fdelleen voidaan todeta, ettd

a* =e, jos ja vain jos m | k. (2)
Yileisemmin esitetdidn

a® =a", jos ja vain jos k= h (mod m). (3)
ii) Jos {a) on ddreton ryhmd, niin
(a) = {d" | k € Z},
ja kaikki alkion a potenssit a* ovat pareittain erisuuria.
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Todistus. (i) Koska (a) on direllinen, niin kaikki potenssit a®, k > 0, eivit
voi olla erisuuria. On siis olemassa sellaiset r, s € Z, ettd " = a® ja r # s.

¥ = e, missi r — s > 0. Eli on olemassa alkion

Valitaan, ettd r» > s. Silloin a"~
a positiivinen potenssi, joka on yhtd kuin neutraalialkio e.

Olkoon nyt m pienin sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd a™ = e.

1) Todistetaan, etti tulos (1) on voimassa.
Merkitidin H = {e,a,a?, ...,a™ '}. Tamin luvun alussa todettiin, etti
alkion a potenssien joukkoa eli alkion a generoimaa aliryvhméai merki-

tddan symbolilla (a) eli
(a) = {d" | k € Z}.

Selviisti nyt H C (a), joten riittdd osoittaa, ettd (a) C H. On siis
osoitettava, etti a® € H kaikilla k € Z.

Olkoon k € Z. Nyt kokonaislukujen jakoalgoritmin mukaan on olemassa
kokonaisluvut ¢ ja r, joille piatee k = qgm + r, missd 0 < r < m. Néin

ollen
a* = a"™" = (™)1 xa" =elxa" =exa” =a" € H.
On siis osoitettu, ettd
(a) ={e,a,d?, ...,a™ '}

Osoitetaan vield, ettd ryhmén (a) kertaluku | (a) |= m. Eli tdytyy osoit-
taa, etti mitkiin alkion a generoiman aliryhmiin alkioista e, a, a?, ..., a™ !
eivit ole samoja.

Tehdiin vastaoletus, ettd a' = o/ joillain kokonaisluvuilla i ja j, joille
pitee 0 < i < j < m. Edelleen saadaan a’~% = e, jossa 0 < j —i < m.
Tama on ristiriita, silld m on pienin positiivinen kokonaisluku, jolla
a™ = e. Niin ollen a' # o’ aina, kun i # j eli kertaluku | {(a) |= m.

Néin ollen tulos (1) on voimassa.
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2) Todistetaan, ettd tulos (2) on voimassa.
Jakoalgoritmin nojalla voidaan merkitd £ = gm + r, missd 0 < r < m.

k

Silloin edelleen a” = a”. Koska nyt m on pienin sellainen positiivinen

kokonaisluku, ettd a™ = e, niin

jos ja vain jos

Koska k = gm + r, niin ehto r = 0 on yhtéapitéva ehdon m | k kanssa.

3) Voidaan todeta, ettd

jos ja vain jos

Josta edelleen kohdan (2) nojalla saadaan, etté
m | k—h,

eli

k= h (mod m).

(i) Nyt tiedetidin, ettd (a) = {a* | k € Z}. On siis vain osoitettava, etti
mitkisin potensseista a® eivit ole samoja.

Tehdidn vastaoletus, ettéd a® = a™ joillakin kokonaisluvuilla k ja m, joille
pitee k > m. Nyt a* ™ = e, missi e on neutraalialkio. Nyt kohdan (i)
nojalla ryhmé (a) on dérellinen. TAm# on ristiriita, joten véite on todistettu.

Nain lause 2.1.3 on todistettu. O
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2.2 Syklisen ryhmin mairitelma

Téasséi kappaleessa esitetiddn syklisen ryhmaén tarkka méaritelmé seki osoite-

taan syklisen ryhméan kommutatiivisuus.

Miaritelma 2.2.1. Ryhméai G sanotaan sykliseksi ryhmiiksi (cyclic group),
jos on olemassa sellainen alkio a € G, ettd G = {a" | n € Z}. Talléin ryh-
miid G sanotaan alkion a generoimaksi sykliseksi ryhméksi, merkitdan

G = (a). Alkiota a kutsutaan ryhmén G generaattoriksi (generator).

Syklisen ryhméin nimitys tulee siitd, ettd kertalukua n olevan syklisen
ryhméin G = (a) pddttymittomén jonon ..., a™ ' a™, a™™! ... mitkd ta-
hansa n periakkiistd alkiota muodostavat niin sanotun "syklin", joka toistuu
samanlaisena siirryttdessid jonossa eteenpiin. Tama voidaan ilmaista myd6s

seuraavalla selkealld tavalla:
a" = a" < k = h(mod n).

Adreton syklinen ryhmé on siis tissd mielessé erddnlainen rajatapaus, johon

sisaltyy vain yksi ddrettomén pitka sykli.

Lause 2.2.2. Syklinen ryhmda on kommutatiivinen eli vaihdannainen. Eli

syklinen ryhmd G on aina Abelin ryhmd.

Todistus. Olkoon G syklinen ryhmaé. Oletetaan, ettd ryhmén G alkio g ge-

neroi koko ryhmién eli G = (g). Télléin G on muotoa
G={d"|kez},

missd g € G. Olkoot nyt a,b € G. Silloin a ja b ovat muotoa a = ¢*, b = ¢,
missd s,t € Z. Nyt

ab:gsgt:gs+t :gtgs :bCL.

Néin ollen syklinen ryhmé G on siis Abelin ryhma. O]
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Huomataan kuitenkin, ettd jokainen Abelin ryhmi ei ole syklinen. Esi-

merkiksi ryhmé (Z3, -) on Abelin ryhmé, mutta se ei ole syklinen ryhma.

Esimerkki 2.2.3. Olkoon n € Z. Jadnndsluokkien joukko Z, on syklinen
ryhmd, jonka kertaluku on n, kun binddrisend operaationa on yhteenlasku.
Osoitetaan ensin, ettd jadinnosluokkien joukko Z, on ryhmd.

Jadnnosluokille patee seuraava:

Jos [a]n, [bln € Zy, niin [a], + [b], = [a + b, € Z,.
G1) Olkoot [al,, [bln, [cln € Z,,. Nyt
(la]n + [b]n) + [cn = [a + b]n + [c]n

=[la+b)+c,=[a+ (b+ )]
= laln + [0+ c]n = [a]n + ([]n + [c]n),

joten jadanndsluokkien yhieenlasku on assosiatitvinen.

G2) Neutraalialkiona on nyt [0],, silld
[0]n + [a]n = [0+ a,, = [a]n

ja
[a]n + [0], = [a + 0], = [a],

kaikilla [a], € Zy,.

G3) Alkion [a], € Z, kddnteisalkio on [—al,, silld

ja
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Eli (Zy,,+) on ryhmd.
Joukko Z,, koostuu jainndsluokista [0],, [1]n, [2]n, .., [n—1]n. Jos a on jokin

kokonaisluku, jolle pitee 0 < a < n — 1, niin

Tastd seuraa, ettd alkio [1],, generoi ryhman Z,,. Joten siis (Zy,~+) on sykli-
nen. Lisdkst nyt jidnnosluokkien lukumddrd on n, joten ryhmdn Z,, kertaluku

| Zp, | on n.

2.3 Alkion kertaluku

Téassd kappaleessa médritellidn ryhmén alkion kertaluku. Ryhmén kertalu-
ku on kappaleen 1.2 mukaan ryhmén alkioiden lukumaaré, kun taas alkion
kertaluku kertoo sen virittaman aliryhman alkioiden lukuméarasta. Kertalu-

vulla tarkoitetaan siis kahta eri asiaa, jotka kuitenkin liittyvit toisiinsa.

Maaritelmi 2.3.1. Olkoon (G, *) ryhmi ja a € G. Alkion a generoiman
syklisen ryhmén ({(a), %) kertalukua sanotaan alkion a kertaluvuksi. Alkion

a kertalukua merkitddn ord(a), eli
ord(a) =| {a) |=| a|.
Lause 2.3.2. Jos ryhmdn kertaluku on alkuluku, niin ryhmd on syklinen.

Todistus. Olkoon (G, %) ryhmé ja | G |= p, misséd p on alkuluku. Nyt Lagran-
gen lauseen 1.4.5 mukaan aliryhmén kertaluku jakaa ryhmén kertaluvun, jol-
loin ryhmén G ainoat aliryhmit ovat {e} ja G.

Olkoon a € G ja a # e. Nyt (a) on ryhmén G aliryhmé ja siten Lagrangen
lauseen mukaan | (a) | | | G | eli ord(a) | p. Koska p on alkuluku ja toisaalta
ord(a) > 1, niin ord(a) = p. Niin ollen alkio a generoi koko ryhmén (G, %)

eli (a) = G eli ryhmé G on syklinen. ]
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Lause 2.3.3. Olkoon G ryhmd ja g jokin sen alkio. Alkion g kertaluku on
pienin posititvinen kokonaisluku n, jolla pitee g" = e. Jos tdllaista kertalukua

el loydy, kertaluku on ddreton.

Todistus. Oletetaan, ettd ehto g™ = e pitee positiivisella kokonaisluvulla n
ja ettd n on lisdksi pienin tdllainen luku. Lauseen 2.1.3 nojalla tiedetdén,
ettd alkion ¢ virittimin aliryhmin alkiot ovat e, g, g% ...,¢" ! Alkion g
kertaluku on siis korkeintaan n. Lisdksi tdytyy osoittaa, ettd mitkdan edelld
luetelluista alkioista eivit ole samoja.

Tehdiin nyt vastaoletus, etti g™ = ¢* joillain kokonaisluvuilla m ja k, joille

on voimassa 0 < k < m < n — 1. Nyt huomataan, etta

mutta 0 < m —k < n. Taméi on ristiriita, sillda n on pienin ehdon ¢" =
e toteuttava positiivinen kokonaisluku. Joten voidaan todeta, ettd mitkain
alkion g virittiméin aliryhmé alkioista e, g, g2, ..., ¢g" ! eiviit ole samoja. Niin
ollen alkion g kertaluku on n.

Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa ei ole olemassa positiivista kokonaislukua
m, jolle pétisi g = e.

Tehd&én vastaoletus, ettd alkion g kertaluku on dérellinen. T&ll6in myds (g)
on iirellinen ja ¢g* € (g) kaikilla k € Z. Eli nyt tiytyisi pited g" = gt
joillakin kq, ke € Z, ja ki > ko. Nyt g"7%2 = ¢ ja toisaalta taas k; — ks on
positiivinen kokonaisluku. Tamaé on ristiriita, joten kertaluku on d&reton.

[]

Edelld olevaan lauseeseen liittyen huomioidaan, etté jos ryhmén laskutoi-
mitusta merkitdan yhteenlaskuna, on kertaluku pienin positiivinen kokonais-

luku n, jolle patee ng = e.
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Lause 2.3.4. Olkoon G ryhmd ja alkio g € G. Jos g™ = e, nun alkion g

kertaluku jokaa luvun m.

Todistus. Oletetaan, ettd alkion g kertaluku on n ja g™ = e. Kokonaislukujen
jakoalgoritmin mukaan on olemassa kokonaisluvut ¢ ja r, joille patee m =
gn +r ja 0 < r < n. Osoitetaan, ettd r = 0, jolloin saadaan m = ¢n.

Huomataan, ettd

T m m _—qn

g =g9g"""=g"g " =e(g") " =e

Nyt on siis 16ydetty luku r > 0, joka on pienempi kuin n ja jolle on voimassa
g" = e. Nyt kuitenkin edelld olevan lauseen 2.3.3 nojalla kertaluku n on
pienin positiivinen kokonaisluku, jolle pitee g" = e. Voidaan siis todeta, ettd
r = 0. Tésta seuraa edelleen, ettd m = gn + 0 = ¢n, joten alkion g kertaluku

n jakaa luvun m. O

Lause 2.3.5. Olkoon a kertalukua n oleva alkio ja d | n, d > 0. Tdlldin

alkion a® kertaluku on %.

Todistus. Nyt | a |=n eli a™ = e.

k

Lauseen 2.1.3 kohdan i) perusteella saadaan a* = e, jos ja vain jos n | k eli

[al]k.

Nyt (a?)d = a™ = e, josta edelleen lauseen 2.1.3 perusteella saadaan | a? | | 2.

Olkoon nyt | a? |= k eli (a?)* = e. Saadaan a¥* = e, jolloin lauseen 2.1.3
mukaan saadaan | a | | dk eli n| dk.

Koska d | n ja n | dk, niin saadaan % | k.

Erityisesti siis 2| | a? |.

Koska | a || 2 ja 2| | a® |, niin tulee olla | a |= 2. O

Lause 2.3.6. Syklisen ryhmdn tekijiryhmd on aina syklinen.

Todistus. Olkoon G syklinen ryhmé, jonka virittda alkio g ja olkoon N ryh-

mén G normaali aliryhma.
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Osoitetaan, etti jokainen tekijiryhmin G /N alkio on muotoa (gN)¥, missi
k € Z. Olkoon nyt h € G. Koska G on syklinen ryhmé, niin saadaan h = g*,
jollakin k € Z. Nyt tekijiryhmén G//N mielivaltainen alkio AN voidaan esit-
tdd muodossa

hN = ¢ N,

jollakin k € Z. Nyt lauseen 1.6.2 nojalla pitee g* N = (gN)*, joten saadaan
hN = g*N = (¢gN)*.

Tekijiryhmé G /N on siis alkion gV virittdmé, koska jokainen ryhmén alkio
voidaan esittdid sen potenssina (gIN)*.
Yhden alkion virittdma ryhmé on aina syklinen, joten tekijiryhma on sykli-

nen. O
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3 Syklisen ryhméan isomorfisuus

Sykliset ryhmét muistuttavat rakenteeltaan hyvin paljon toisiaan, silla jokai-
sen alkiot ovat yhden virittdjaalkion potensseja. Ja naitd potensseja kerro-
taan keskenddn yhteenlaskemalla niiden eksponentit. Ryhmén ominaisuuk-
sien kannalta symbolilla, joilla laskutoimitusta tai virittdjdalkiota merkitdan,
ei ole mitdan merkitysti. Ainoa rakenteellinen eroavaisuus syklisten ryhmien
valilla onkin alkioiden lukuméaéra.

Seuraavissa lauseissa kidydaan lapi syklisten ryhmien isomorfisuutta niin aé-

rettomaéssa kuin darellisessikin tapauksessa.

3.1 Asretoén syklinen ryhmi

Lause 3.1.1. Jos (G,-) on syklinen ryhmd ja (G,-) = (H,x*), niin (H,*) on

syklinen ryhmd.

Todistus. Olkoon G' = (a) ja f : G — H isomorfismi. Todistetaan, ettd
H = (f(a).

Nyt (f(a)) C H, joten riittdéd osoittaa, ettd H C (f(a)).

Olkoon nyt a’ € H mielivaltainen. Silloin f~!(a’) € G. Siis f~(d/) = aF,
jollakin k € Z. Eli o’ = f(a*). Koska f on homomorfismi, niin a’ = f(a)* eli
a' € (f(a)). Nain ollen H C (f(a)).

Siis H = (f(a)). O

Lauseesta 3.1.1 seuraa, ettd jos (G,-) on syklinen ryhmaé ja (H,x*) ei ole

syklinen ryhmai, niin myoOskdén isomorfisuus ryhmien vililla ei toteudu eli

(G,-) 2 (H,*).

Lause 3.1.2. Jokainen dadreton syklinen ryhmd on isomorfinen ryhmdan (Z, +)

kanssa.

Todistus. Olkoon G = (g) syklinen ryhmé, jonka kertaluku on &éreton. Nyt
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siis
G={..,9%9"9"99" ..}
ja kaikki alkion g potenssit poikkeavat toisistaan.

Maaritelldan kuvaus

f:7Z— G,
siten, etta

flk) =g~

Kuvaus on homomorfismi, silla

f(k+m)=g""" = gbg™ = f(k)f(m)

kaikilla k,m € Z.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd f on bijektio.

Osoitetaan ensin, ettd kuvaus f on injektio. Oletetaan, ettd f(k) = f(m)
joillakin k,m € Z. Siis g* = ¢g™. Kuitenkin kaikki alkion g potenssit poik-
keavat toisistaan, joten taytyy olla k& = m. Téstd seuraa, ettd kuvaus f on
injektio. Koska jokainen ryhmin G alkio on muotoa ¢* jollakin k € Z, on
kuvaus f myds surjektio.

Néin ollen kuvaus f on bijektiivinen homomorfismi eli kuvaus f on isomor-

finen. O

3.2 Adrellinen syklinen ryhmi

Lause 3.2.1. Jokainen adrellinen syklinen ryhmd, jonka kertaluku on n, on

isomorfinen ryhmdan (Z,, +) kanssa.
Todistus. Olkoon G =< g > syklinen ryhmé, jonka kertaluku on n. Nyt siis
G = {eﬁgl7g27 A 7gn71}7

jossa kaikki alkion g potenssit poikkeavat toisistaan.

Jotta voidaan todistaa, ettd (G,-) = (Z,,+), tulee osoittaa, ettéd joukkojen
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G ja 7Z, valille voidaan esittda kuvaus, joka on bijektiivinen homomorfismi.

Olkoon nyt kuvaus f : Z,, — G méiéritelty ehdolla

f([k]n> = gk‘

Koska ehto on médritelty jadnnosluokan edustajan avulla, tulee varmistaa,
ettd edustajan valinta ei vaikuta kuvauksen arvoon.
Oletetaan nyt, ettd [k], = [m],. Nyt £ = m+an jollakin a € Z. Koska alkion

g kertaluku on n, niin saadaan

gk — gm—HLn — gmgan — gm(gn)a — gmea — gm
Jadnnosluokan edustajan valinta ei siis vaikuta kuvauksen arvoon, joten ku-
vaus on ndin ollen hyvin maéritelty.

Nyt

F(k]n + [m]a) = f([k +ml]a) = g™ = g™ = [([k]n) f ([m]0)

kaikilla k£, m € Z. Néin ollen kuvaus on homomorfismi.

Osoitetaan vield, ettd kuvaus f on bijektio. Aloitetaan injektiivisyydesta.
Oletetaan, ettd f([k],) = f([m],) joillakin [k],,[m], € Z,. Talléin g~ = g™
eli =™ = e. Koska alkion g kertaluku on n, niin luku & — m on jokin luvun
n monikerta. Eli n jakaa luvun k — m eli k = m(mod n). Tama tarkoittaa,
ettd [k, = [m],. Nain ollen kuvaus f on siis injektio.

Lisiiksi jokainen ryhméin G alkio on muotoa g*, jollakin k € {0,1,...,n—1},
joten kuvaus on my0s surjektio.

Kuvaus f : Z, — G on siis bijektiivinen. N&in ollen ryhmit G ja Z, ovat

isomorfiset. O

Lause 3.2.2. Samaa kertalukua olevat sykliset ryhmdt ovat isomorfiset.

Todistus. Olkoot (G,-) ja (H,x*) ddrettomét sykliset ryhmét. Nyt lauseen

3.1.2 mukaan jokainen #éreton syklinen ryhmé on isomorfinen ryhmén (Z, +)
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kanssa. Eli nyt (G, ) = (Z,+) ja toisaalta (Z, +) = (H, ). Tésté seuraa, etti
myos (G, ) = (H,*). Niin ollen voidaan todeta kertaluvuiltaan dédrettémien
syklisten ryhmien olevan isomorfisia kesken&in.

Olkoon sitten (G, *) ja (H,-) kertalukua n olevat dérelliset sykliset ryhmit.
Nyt lauseen 3.2.1 mukaan jokainen kertalukua n oleva #darellinen syklinen
ryhmé on isomorfinen ryhmén (Z,, +) kanssa. Nyt siis (G, %) = (Z,,+) ja
toisaalta (Z,,+) = (H,-). Tasta saadaan edelleen (G, x) = (H,-) eli voidaan

todeta, ettd samaa kertalukua olevat sykliset ryhmét ovat isomorfiset. O
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4 Syklisen ryhman aliryhméa

Syklisen ryhmén rakenne voidaan maarittaa tarkasti. Tésséd luvussa syvenny-
tadn tutkimaan sylkisen ryhmén aliryhmié ja osoitetaan, ettd myos syklisen
ryhmén aliryhmét voidaan luetella selkedsti niin darettomassa, kuin darelli-

sessikin tapauksessa.

4.1 Syklisen ryhmén aliryhmisti
Lause 4.1.1. Syklisen ryhmdn jokainen aliryhmd on syklinen.

Todistus. Olkoon G syklinen ryhmi, jonka generaattorina on alkio a. Eli
G = (a).

Oletetaan, ettd e on ryhmén neutraalialkio. Olkoon nyt H ryhmén G aliryh-
mé. Jos aliryhmé H = {e}, niin H on alkion e generoima syklinen aliryhm,
jolloin viite pétee.

Oletetaan seuraavaksi, ettd aliryvhméssd H on muitakin alkioita kuin neut-
raalialkio e. Koska H on syklisen ryhméin G osajoukko, niin sen alkiot ovat
muotoa a¥, missi k € Z. Valitaan aliryhmin H alkioista sellainen alkio, jonka,
potenssi k£ on pienin mahdollinen positiivinen kokonaisluku. Tullaan osoitta-
maan, etti H = (a*).

Koska nyt a* € H ja (a*) on kaikkein pienin ryhmin H aliryhmé, joka sisil-
tdd alkion a®, niin voidaan todeta, ettd (a*) C H.

Osoitetaan seuraavaksi, etti H C (a*).

Olkoon h € H. Nyt on olemassa sellainen n € Z, jolle piatee h = a™. Jakoal-
goritmin avulla voidaan kirjoittaa n = gk + r, missd ¢,r € Z ja 0 < r < k.
Tullaan osoittamaan, ettd r = 0, jolloin saadaan n = gk, josta edelleen saa-

daan h = a" = a® = (a*)? € (a*). Huomataan, etti

a"=a"" " = ag"a" % = h(a*)7.
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Koska h € H ja (a*)~9 € H, niin a” € H. Koska nyt k on pienin positiivinen
kokonaisluku, jolle pitee a* € H, niin tiytyy ollar =0elia”" =a’ =e € H.

Né&in ollen

joten nyt
H C (a).
Koska (a*) C H ja H C (a*), niin voidaan todeta, etti H = (a*) eli aliryhmi

H on syklinen. O

Lause 4.1.2. Olkoon G syklinen ryhmd. Silloin ryhmdn G jokainen aliryhmd

on normaali aliryhmd.

Todistus. Lauseessa 2.2.2 osoitettiin, ettd jokainen syklinen ryhmé on aina
Abelin ryhma. Ja lauseen 1.5.2 mukaan Abelin ryhmén jokainen aliryhmé on
normaali aliryhma.

Néiden lauseiden nojalla viite on tosi. O]

4.2 A#rettomin syklisen ryhmén aliryhmi

Lause 4.2.1. Adgrettomdin syklisen ryhmin Cs = (c) aliryhmit ovat ryhmiit
(c™),n=0,1,2,...
Mutkdan naistd aliryhmaistda eivdt ole samoja.

Todistus. Ryhmalld C,, on joka tapauksessa edelld mainitut ryhmét (c")
aliryhminé. Osoitetaan, ettd muita aliryhmid ei ole.

Oletetaan, ettd H on ryhmén Cy, aliryhmi. Jos H = {e}, niin H = (c°).
Jos H # {e}, niin H sisaltda jonkin alkion ¢, missd n > 0. Valitaan nyt
pienin téllainen n. Osoitetaan, ettd H = (c).

Jos a € H, niin taytyy osoittaa, ettd a € (c").
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Nyt a on muotoa ¢™, missd m € Z. Talloin kokonaislukujen jakoalgoritmin

mukaan m = kn + r, missa 0 < r < n. Nyt saadaan
= Cm—kn — Cm(cn)—k c H.

Luvun n minimaalisuuden nojalla saadaan, ettd r = 0.

Taten m = kn+r =kn ja

eli

Saadaan, etté

Niin on saatu tulos H C (™). Ké#nteinen relaatio (¢") C H seuraa suoraan
siita, ettd " € H.

Néin ollen H = (™).

Koska ¢" on ryhmédn (¢") kuuluva alin positiivinen alkion ¢ potenssi, niin

saadaan, etti jos

(™) = ("), n,n’ >0
niin valttaméatta
n=n'
Néin ollen mitkddn ryhmista (¢"),n = 0,1,2,... eivit ole keskendén samoja.

]

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta, jossa dadrettomaéan syklisen ryhméan

laskutoimitusta merkitdin yhteenlaskuna.
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Lause 4.2.2. Adrettémdn syklisen ryhmdn (Z,+) aliryhmdt ovat muotoa nZ,

missd n € N.

Todistus. Lauseen 4.2.1 nojalla aliryhmét ovat nyt muotoa (nc), missi n on

luonnollinen luku. Niin ollen ryhmén Z aliryhmét ovat
(n-1) = (n) = nZ.

Negatiivisia generaattoreita ei tarvitse ottaa huomioon, silld kaikilla n € Z

patee (n) = (—n). O

4.3 Adsrellisen syklisen ryhmin aliryhmé

Lause 4.3.1. Olkoon G = (g) syklinen ryhmd, jonka kertaluku on n € N.
Kaikilla m € Z pdtee

mMissa

d = syt(n,m).

Todistus. Oletetaan, ettd m € Z ja d = syt(n,m).

Todistetaan ensin, ettd (¢g™) C (g9).

On olemassa kokonaisluku k, jolle pitee m = kd. Nyt siis g™ = (¢?)*, josta
nihdidin, ettd g™ € (g?) eli (g™) C (g9).

Todistetaan seuraavaksi, ettd (g?) C (g™).

Nyt d = syt(n,m), jolloin on olemassa kokonaisluvut a ja b, joille pitee

d = an + bm. Nahdain, ettd
gd — gan—i-bm — gangbm — (gn)a(gm)b — ea(gm)b — <gm)b

Niin ollen g% € (g™) eli (g%) C (g™).

Néin ollen {(g™) = (g¢). O
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Lause 4.3.2. Olkoon G alkion g generoima darellinen syklinen ryhmd, jonka
kertaluku on n € N. Télloin alkio g™ generoi ryhmdn G syklisen aliryhmdn

H, jonka kertaluku on n/syt(n,m) kaikilla m € Z.

Todistus. Oletetaan, ettd m € Z ja merkitddn d = syt(n,m).

Lauseen 4.1.1 mukaan voidaan todeta, ettd alkio ¢” generoi jonkin syklisen
aliryhman H.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd aliryhmén H kertaluku on n/syt(n,m) eli ali-
ryhméssd H on n/syt(n, m) alkiota.

Nyt on olemassa sellainen a € Z., ettd n = ad. Lauseen 4.3.1 nojalla al-
kioiden g™ ja g¢ generoimat aliryhmiit ovat samat, joten niiden alkioiden
kertaluvut ovat myos samat. Riittii siis osoittaa, ettd alkion g% kertaluku on
n/d = a.

Nyt huomataan, ettii (¢?)* = ¢g" = e. Lisiiksi nihdiin, ettd millisin lu-
kua a pienemmalld positiivisella eksponentilla ei saada neutraalialkiota. Silld
jos b on positiivinen kokonaisluku, jolle patee b < a, niin 0 < db < n, jolloin
(g4)b = g% +# e. Niin ollen a on pienin positiivinen luku, jolle pétee (¢¢)% = e.

Lauseen 2.3.3 nojalla luku a = n/syt(n, m) on alkion g kertaluku. O

Esimerkki 4.3.3. Tarkastellaan syklistd ryhmad Z,o. Ryhman kertaluku on
12 ja erds sen generoija on [1]12.
FEdellisen lauseen nojalla alkio [3]12 = 3 - [1]12 generoi syklisen aliryhmdn,

jonka kertaluku on 12/syt(12,3) = 12/3 = 4. Aliryhmda on

([3]12) = {[0]12, [3]12, [6]12, [9]12}-

Koska nyt syt(12,8) = 4, niin alkio [8]12 generoi syklisen aliryhmdn, jonka
kertaluku on 12/4 = 3. Aliryhmd on siis

([8]12) = {[0]12, [4]12, [8]12}-

Alkion [5]12 kertaluku on puolestaan 12/syt(12,5) = 12/1 = 12 eli alkion
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[5]12 generoima aliryhmd on koko ryhmd Zas,

([5l12) = Za.

Lause 4.3.4. Adrellisen syklisen ryhmdn aliryhmien kertaluvut jakavat koko

ryhmdan kertaluvun.

Todistus. Olkoon G = (g) kertalukua n oleva aérellinen syklinen ryhma.
Lauseen 4.1.1 mukaan syklisen ryhmén jokainen aliryhmaé on syklinen, jolloin
nyt ryhmén G jokainen aliryhmé on muotoa (¢g™), kun m € N. Lauseen
4.3.2 mukaan aliryhmén (g™) kertaluku on n/syt(n, m). Niin ollen aliryhmén

kertaluku jakaa ryhmén G kertaluvun. [
Myo6s seuraava lause seuraa suoraan lauseesta 4.3.2.

Lause 4.3.5. Kertalukua n olevan syklisen ryhmdin G = (g) generaattoreita

ovat tarkalleen ne ryhmdn alkiot g™, missd syt(m,n) = 1.

Todistus. Alkio g™ generoi ryhméin G, jos ja vain jos alkion kertaluku on
n. Lauseesta 4.3.2 seuraa nyt, ettd alkio ¢™ generoi ryhmin G tdsmailleen

silloin, kun syt(m,n) = 1. O

Lause 4.3.6. Kertalukua n olevalla sykliselld ryhmdalla on yksikdsitteinen
kertalukua d oleva aliryhmd, kun kertaluku d jekaa kertaluvun n. Lisdks:

tama aliryhmda on syklinen.

Todistus. Olkoon G = (a). Jos nyt ryhmén G kertaluku n = cd, niin lauseen
2.3.5 perusteella alkion a® kertaluku on n/c = cd/c = d. Joten (a®) on ali-
ryhmaé, jonka kertaluku on d.

Todistetaan seuraavaksi aliryhmén yksikésitteisyys.

Lauseen 4.1.1 mukaan jokainen syklisen ryhmén aliryhmé on syklinen. Ol-
koon nyt (x) kertalukua d oleva ryhmén G aliryhm.

d:

Olkoon x = a™. Lauseen 2.1.3 nojalla e = z a™?, jos ja vain jos n | md.

Saadaan md = nk jollakin k € Z,. Niin ollen = a™ = (a¥)* = (a%)*,
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joten (x) < (af).
Koska molemmilla aliryhmilld (x) ja (a) on sama kertaluku d, niin tésté

seuraa, ettd (x) = (a®) eli aliryvhmé on yksikésitteinen. O

Lopuksi todistetaan lause, jonka avulla voidaan 16ytda ja luetella kaikki

adrellisen syklisen ryhmén aliryhmét.

Lause 4.3.7. Olkoon G = (g) syklinen ryhmd, jonka kertaluku on n € N.
Ryhmin G aliryhmdt ovat ryhmit (g%), missd d on luvun n positiivinen tekijd.

Eri tekijoitd vastaavat aliryhmdt poikkeavat toisistaan.

Todistus. Lauseen 4.1.1 perusteella jokainen ryhmén G aliryhm& on muotoa
(g™), missd m € Z,. Nyt lauseen 4.3.1 mukaan (¢™) = (¢%) kaikilla m € Z,
missi d = syt(n, m). Niin ollen kaikki aliryhmét saadaan tutkimalla ryhmén
G kertaluvun n tekijoita.

Jos nyt d on luvun n tekiji, niin silloin syt(n,d) = d. Lauseen 4.3.2 nojalla
aliryhmén (g?) kertaluku on n/syt(n,d) = n/d. Nyt huomataan, etti luvun
n eri tekijoita vastaavat aliryhmét ovat eri kokoisia, joten niiden kaikkien

taytyy poiketa toisistaan. O]

Tiedetddn, ettd jokainen muotoa (™) oleva ryhmé on &érellisen syklisen
ryhmén G = (g) aliryhmé. Osa néista aliryhmistd on samoja keskendén. Nyt
edellisen lauseen nojalla kaikki aliryhmat 16ydetadan tarkastelemalla ryhmén
G kertaluvun tekijoitd. Seuraavassa esimerkissé luetellaan jo aiemmin esilld

olleen ryhmén Zi aliryhmét.

Esimerkki 4.3.8. Ftsitidin ryhmdn Z,o aliryhmdt.

Nyt ryhmdn kertaluvun 12 positiiviset tekijit ovat 1,2,3,4,6 ja 12, joten edel-
lisen lauseen mukaan toisistaan poikkeavia aliryhmida on kuusi. Ne ovat
(1-[112) = ([t12) = Za,

(2 [112) = ([212) = {[012, [2]12, [4]12, [6]12, [8]12, [10]12},

(3 [112) = ([3l12) = {[0]12, [312, [6]12, [9r2},
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] [ l12, [4]12, [8]12},
(6 [1]12) = ([6]12) = {[0]12, [6]12},

—
—
N}

=

=

[\

~—
Il

—
—

)

=

(V)

~
I

—

=

=
N
—

Nyt edelld olevan esimerkin aliryhmén (k - [1];2) kertaluku on jokaisessa
tapauksessa 12/k. Tamén avulla on helppo tarkistaa, etti aliryhmissa on oi-
kea méira alkioita.

Nyt esimerkiksi luku 8 ei ole ryhméin G kertaluvun tekijd, joten alkion § -
[1]12 = [8]12 generoimaa aliryhmid ei tarvinnut ottaa huomioon. Nyt esi-
merkin 4.3.3 mukaan ([8]12) = {[0]12, [4]12, [8]12}, joka on siis sama aliryh-
mé, kuin alkion [4];2 generoima aliryhmé. Tama tulos saadaan my6s lauseen
4.3.1 nojalla, silld nyt syt(12,8) = 4, joten alkioiden [4]12 ja [8]12 generoimat

aliryhmat ovat samat.
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