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Johdanto

Kasitys siitd, mitd matematiikan osa-alueita ja miten opetettuna, koulumatematiikan
pitdisi sisdltdd, on muuttunut ajan myota. Vield vuosikymmenid sitten haluttiin opettaa
jotain pysyvaa ja yleisesti tairkedd. Nykyaan kasitys opetettavien asioiden tarkeydesta
muuttuu nopeasti. Konkreettista tietoa olennaisemmiksi ovat tulleet tiedon kéyttoar-
vo ja sovellettavuus. Koulumatematiikkaan kohdistuvia odotuksia ja vaatimuksia on
muuttanut paljon myos matematiikan kdyttotapa; itse matematiikkakin on muuttu-
nut. Teorioiden ja laskurutiinien ulkoa opettelu ja esimerkiksi perinteinen tapa piir-
tdd ovat menettineet merkitystddn. Niitd ovat korvanneet muun muassa laskimet ja
tietokoneohjelmistot. Oppisiséltdjen hallinnan lisdksi vahintdan yhta tarkednd ovat it-
seohjautuvuus, aloitteellisuus ja sosiaaliset taidot. My0s syvillisemméan ymmartami-
sen merkitys on korostunut entisestddn. Matematiikan oppimisessa oman tekemisen
tulisi syrjayttda tiedon passiivinen vastaanottaminen. Itse tekemalld saavutetaan toden-
nakodisemmin ymmartdmiseen perustuva osaaminen. Syvillisemman ymmartdmisen
olennaisuus korostuu, kun tietoa halutaan soveltaa uusissa tilanteissa tai kun tuotetaan
itse uutta tietoa ja mallinnetaan sitd matemaattisesti. Kun mekaaninen suorittaminen
tapahtuu tietotekniikan avulla, on tirkeda tietdd, mistd 10ytaa tarvittavan tiedon ja véli-
neet ongelmanratkaisuun. Yhdessa tekeminen tukee oppilaiden opiskelua ja valmentaa
tydelamassakin tarkeitd sosiaalisia taitoja varten.

Koska matematiikan opetuksen on muututtava, myos oppikirjojen luonnetta on mie-
tittdva uudestaan. Tama Pro gradu -tutkielma on osa Oulun yliopiston matematiikan
laitoksen Avoin oppikirja -projektia, jonka tarkoituksena on tuottaa verkossa avoimesti
julkaistava oppikirja kdytettdvaksi lukion matematiikan pitkdn ja lyhyen oppimédaran
MAAB3- ja MAB3-kursseilla. Sdhkdinen oppimateriaali perustuu uuteen, 1.8.2016 kayt-
toonotettuun, opetussuunnitelmaan. Tédssad oppilasldhtoisessd oppikirjassa opiskelijat
padsevat rakentamaan itse uutta tietoa lukuisten pohdintatehtavien avulla.

Projektiryhmédén kuului Oulun yliopistosta kolmen ohjaajan lisdksi seitsemédn mate-
matiikan pddaineopiskelijaa, joista jokaisen tehtdvénd oli laatia opetusmateriaali it-
sendisesti hdnelle maaratyn MAA3- ja MAB3-kurssien aihekokonaisuuden pohjalta.
Projektiryhma teki aluksi tiivistd yhteistyotd ja kokoontui sddnnollisin véliajoin yhte-
ndisen rakenteen ja ulkoasun varmistamiseksi sekd ideoiden vaihtamiseksi. Projekti-
ryhmén kanssa sovittiin yhteinen rakenne pitkéan ja lyhyen matematiikan oppimaéaril-
le. Projektiryhmén laatima geometrian oppikirja sisaltdd luvut Suorakulmaisen kolmion
trigonometria, Geometriset suureet, Symmetria ja yhdenmuotoisuus, Tasogeometria sekd Ava-
ruusgeometria. Taman tutkielman sisdltdimd oppimateriaali, Kolmion merkilliset pisteet ja
ympyridn liittyvien suorien geometria, kuuluu lukuun Tasogeometria ja se paattad kaikki
tasogeometriaan liittyvat aihealueet. Tutkielma alkaa perusteluosiolla, jossa esitetdan
oppikirjan tavoitteet ja perustellaan oppimateriaaliin liittyvét valinnat tieteellisilla tut-
kimuksilla ja artikkeleilla. Tutkielma jatkuu opettajan oppaalla, jossa esitetddn ajan-
kayttosuunnitelma, alalukujen tavoitteet sekd pohdintatehtdvien tarkoitus, ratkaisut ja
mahdolliset eriyttimiskeinot. Opetusmateriaali on tutkielman lopussa liitteend (A) ja
se sisdltdd myos oppikirjassa esiintyvien harjoitustehtdvien vastaukset.



1 Oppikirjan tavoitteet

Oppikirjan tavoitteet maddrdytyvit uuden opetussuunnitelman ja projektiryhmaén aset-
tamien tavoitteiden perusteella. Ensin kdydaan ldpi ensin Opetushallituksen méaaraa-
mid yleisid tavoitteita lukio- ja matematiikan opetukselle, matematiikan pitkélle oppi-
madrélle seka erityisesti kurssille Geometria. Sen jalkeen tarkastetaan projektiryhmén
kanssa oppikirjalle sovitut tavoitteet, jotka pohjautuvat osittain artikkelissa Habits of
Mind: An Organizing Principle for Mathematics Curricula. Lopuksi esitetddn oppikirjan
sisdltamat perinteiset ja uudet tehtdvityypit, joista jalkimmaisistd sovittiin projektiryh-
mén kanssa artikkelin Collaborative Learning in Mathematics pohjalta.

1.1 Opetussuunnitelma

1.8.2016 otettiin kdyttoon uudet lukion opetussuunnitelman perusteet, joihin on asetet-
tu lukio-opetuksen yleisiksi tavoitteiksi, ettd opiskelija saa monipuolisia kokemuksia
uuden tiedon ja osaamisen rakentamisesta - kuten myds tutkivasta oppimisesta- se-
kd kehittdd soveltamis- ja ongelmanratkaisutaitojaan. Opetussuunnitelman mukaan
opiskelijan tulee ymmartda tieteen- ja taiteenaloille ominaista kieltd sekd osata tuottaa
ja tulkita erilaisia tekstejd. Opetuksen tulee ohjata opiskelijaa syventdim&ddn ymmar-
rystddn tieto- ja viestintateknologiasta sekd kdyttamdan sitd tarkoituksenmukaisesti
niin itsendisessd kuin yhteisollisessédkin tydskentelyssad. Lukio-opetuksen tehtdviand on
my0s rakentaa yhteisollisyyttd ja osallisuutta vahvistamalla vuorovaikutus-, yhteisty6-
ja ilmaisutaitoja. Opiskelijan tulee saada mahdollisuuksia osaamisen jakamiseen, ver-
taisoppimiseen, ratkaisujen yhdessd ideointiin ja tuottamiseen sekd luovaan ongelman-
ratkaisuun ja ajatteluun.

Téassa tutkielmassa késiteltdvassa oppimateriaalissa edelld luetellut tavoitteet tayttyvat
esimerkiksi tutkivan oppimisen mallia kdyttdmalld oppitunneilla, jolloin opiskelijan
kokemus uuden tiedon rakentamisesta laajenee ja ongelmanratkaisutaito vahvistuu.
Pohdintatehtdvissd opiskelijan on laadittava sanallisia ja kirjoitettuja perusteluja on-
gelmiin, jolloin hdn oppii kdyttdmaan matematiikalle ominaista kieltd ja tuottamaan
matemaattisia tekstejd. Vertaisoppimiseen, yhteistyohon ja yhteisollisyyteen liittyvat
tavoitteet tayttyvat luonnollisesti paritdiden muodossa seké parien esitellessd pohdin-
tojensa tulokset koko oppilasryhmadlle. Tietoteknologiaa otetaan mukaan oppitunneille
dynaamisen matematiikkaohjelman muodossa. Ohjelman avulla opiskelijat ratkaisevat
pohdintatehtdvét ja osan harjoitustehtavista.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa on méadritelty matematiikan yleiset tavoitteet,
joiden mukaan "matematiikan opetuksen tehtdvdna on tutustuttaa opiskelija mate-
maattisen ajattelun malleihin sekd matematiikan perusideoihin ja rakenteisiin, opettaa
kdayttdimddn puhuttua ja kirjoitettua matematiikan kieltd sekd kehittdd laskemisen, il-
mididen mallintamisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja". Tavoitteissa on asetettu,
ettd opetuksessa tulee kadyttdad vaihtelevia tyotapoja, joissa opiskelijat tyoskentelevat
yksin ja yhdessa. Opetustilanteet tulee jarjestda siten, ettd ne herattavat opiskelijan te-
kemdan havaintojensa pohjalta kysymyksid, oletuksia ja paédtelmia sekd perustelemaan
niitd. Opiskelijaa rohkaistaan myos kdyttimédan ajattelua tukevia kuvia, piirroksia ja
vélineitd sekd tuetaan hdnen taitoa siirtyd toisesta matemaattisen tiedon esitysmuodos-
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ta toiseen. Opiskelijaa tulee kannustaa kehittdimadn luovia ratkaisuja matemaattisiin
ongelmiin sekd harjaannuttaa kdyttamaan tietokoneohjelmistoja matematiikan oppi-
misen, tutkimisen ja ongelmanratkaisun apuviélineind. Matematiikan opiskelussa tulee
hyddyntdd muun muassa dynaamisen matematiikan ohjelmistoja.

Aiemmin esitettyjen ndkokulmien lisdksi tassa tutkielmassa kédsitelty oppimateriaali on
rakennettu melkein kokonaan havaintojen teko — kysymysten asettelu — oletusten teko - piid-
telmien teko — perustelu -mallin mukaan. Geometrian luonteesta johtuen opiskelija kdyt-
tad jatkuvasti ja my®0s itse piirtdd kuvia ja piirroksia sekd kasin ettd dynaamisella mate-
matiikkaohjelmalla. Piirtdmisen tarkeyden korostamiseksi esitetddn esimerkiksi "etsi ja
korjaa-tyyppisessd pohdinnassa A.12 virheellinen ratkaisu, jossa virheen taustalla on
myos kuvan puuttuminen ratkaisusta. Luovan ongelmanratkaisun ddreen opiskelija
pddsee pohdintatehtdvissd, joissa on ratkaistava kdytannon ongelmia (esimerkiksi A.1
ja A.5).

Lukion opetussuunnitelman perusteissa on asetettu tavoitteet erikseen myos pitkdan
matematiikkaan. Pitkdn oppiméédran tehtdvand on antaa matemaattinen yleissivistys
ja jatko-opintojen edellyttdmat matemaattiset valmiudet. Opiskelijan tulee saada tilai-
suus omaksua matemaattisia kasitteitd ja menetelmid sekd oppia ymmartamaan ma-
temaattisen tiedon luonnetta ja ndkemddn matemaattinen tieto loogisena rakenteena.
Nama tavoitteet toteutuvat esimerkiksi oppimateriaalin sisdltamien todistusten kautta,
joilla yksittdisistd havainnoista tehdyt pddtelmét osoitetaan tosiksi yleiselld tasolla. Ta-
ten opiskelija oppii sen matematiikalle perustavanlaatuisen ominaisuuden, ettd mate-
maattinen tieto perustuu tdsmallisiin todistuksiin eiké yksittdisiin havaintoihin. Pitkdn
oppiméddradn tavoitteiden mukaan opiskelija "rohkaistuu kokeilevaan ja tutkivaan toi-
mintaan, ratkaisujen keksimiseen sekéa niiden kriittiseen arviointiin”. Opiskelijan tulee
ymmartdd ja osata kdyttdd matematiikan kieltd sekd keskustella matematiikasta. Ha-
nen tulee myos oppia arvostamaan esityksen tdsmallisyyttd ja perustelujen selkeytta.
Nama tavoitteet toteutuvat oppimateriaalin lukuisissa pohdinta- ja harjoitustehtévis-
sd, esimerkiksi tutkivaan oppimiseen perustuvissa sekd ratkaisumenetelmén kriittis-
td arviointia vaativissa tehtdvissd, ja lisdksi paritdiden muodossa, jolloin opiskelija
harjaannuttaa myos taitoaan keskustella matematiikasta. Tutkivan oppimisen mallia
kdyttamalld ja todistuksia laatimalla tayttyy lisdksi tavoite, jonka mukaan opiskelija
"harjaantuu kédsittelem&an tietoa matematiikalle ominaisella tavalla, tottuu tekem&dan
otaksumia, tutkimaan niiden oikeellisuutta ja laatimaan perusteluja sekd arvioimaan
perustelujen patevyyttd ja tulosten yleistettavyytta". Lisdksi opiskelija "harjaantuu mal-
lintamaan kdytannon ongelmatilanteita“aitoihin tilanteisiin pohjautuvien pohdintojen
avulla (esimerkiksi A.1, A.2 ja A.33) sekd "kédyttdd tarkoituksenmukaisia teknisid apu-
vélineitd"dynaamisen matematiikkaohjelman, GeoGebran muodossa.

Opetussuunnitelmassa on lisdksi asetettu MAA3 Geometria -kurssin tavoitteiksi, ettd
opiskelija
e harjaantuu hahmottamaan ja kuvaamaan tilaa sekd muotoa koskevaa tietoa seka

kaksi- ettd kolmiulotteisissa tilanteissa

¢ harjaantuu muotoilemaan, perustelemaan ja kdyttdmaan geometrista tietoa ka-
sittelevid lauseita

e osaa ratkaista geometrisia ongelmia kédyttden hyvaksi kuvioiden ja kappaleiden
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ominaisuuksia, yhdenmuotoisuutta, Pythagoraan lausetta sekd suora- ja vinokul-
maisen kolmion trigonometriaa

e osaa kdyttdd teknisid apuvilineitd kuvioiden ja kappaleiden tutkimisessa ja geo-
metriaan liittyvien sovellusongelmien ratkaisussa.

Oppikirjan luvun Tasogeometria tdssd tutkielmassa kasitellyssd osassa toteutuu erin-
omaisesti geometrista tietoa kisittelevien lauseiden muotoilemiseen, perustelemiseen
ja kdyttamiseen liittyvad tavoite, kuten myos geometristen ongelmien ratkaisemiseen
liittyva tavoite kdyttaen hyviaksi kuvioiden ominaisuuksia, yhdenmuotoisuutta ja Pyt-
hagoraan lausetta. Monen pohdinta- ja harjoitustehtdvin ratkaisu onnistuu yhtenevia
ja yhdenmuotoisia kolmioita hyviksi kédyttden. Teknisten apuvilineiden kaytto liit-
tyy koko oppimateriaaliin kuvioita tutkiessa ja geometriaan liittyvid sovellusongelmia
ratkaistaessa.

1.2 Yleiset ja Habits of mind -tavoitteet

Opetussuunnitelmassa asetettujen tavoitteiden lisdksi oppikirjan projektiryhma sopi
muutamia yhteisid tavoitteita oppikirjalle. Yleisiksi tavoitteiksi pdéatettiin, ettd asiat on
aina perusteltava ja matemaattisen perustelun on pohjauduttava mdaritelmiin seka
aiemmin todistettuihin tietoihin. Oppikirjan tdssa tutkielmassa kasitellyssa oppimate-
riaalissa ndma tavoitteet toteutuvat luonnollisesti todistamalla lauseina pohdinnoissa
tehdyt havainnot yleiselld tasolla tosiksi. Lisdksi ratkaisun kriittistd arviointia tarvit-
tavissa pohdinnoissa ja harjoitustehtdvissa (kuten A.32, tehtdavit 10 ja 3) korostetaan
tasmallisen perustelun tarkeytta.

Yleisten tavoitteiden lisdksi valittiin muutamia yhteisid tavoitteita artikkelista Habits
of Mind: An Organizing Principle for Mathematics Curricula. Artikkelissa pohditaan ma-
tematiikan opetuksen luonnetta: millaista sen pitéisi olla, jotta se tdyttdisi tulevaisuu-
den ongelmien asettamat vaatimukset, joita emme edes tunne télld hetkelld. Artikke-
lissa todetaan, ettd opetussuunnitelmia tulisi laatia ja opetusta jarjestdd muuttamalla
prioriteetteja, jolloin opetettavia aihealueita ja oppilaiden tuloksia tarkeammat olisi-
vat ne "habits of mind", joita ihmiset kdyttaviat tuottaessaan kyseisid tuloksia. Tama
tarkoittaa sitd, ettd ajattelun tavat ja ongelmanratkaisussa kdytettavéat heuristiikat ovat
konkreettisia opetettavia aihealueita ja tuloksia tdrkeampid. Oppilaiden tulisi kehittda
sellaisia ongelmanratkaisuheuristiikkoja, jotka ovat kdyttokelpoisia monessa eri tilan-
teessa. Opiskellessaan matematiikkaa oppilaiden tulisi osallistua luoviin, keksiviin ja
tutkiviin prosesseihin kuten oikeat matematiikot; heidan tulisi kokea virheellisid ldh-
tokohtia, laskutapoja ja ratkaisuja sekd ongelmien erityistapauksia. Oppilaiden tulisi
kayttad matemaatikkojen tapaan oikeita matemaattisia metodeja, jolloin jos heiltd kysy-
tddan: "mitd matematiikka on", heiddn vastauksensa olisi "tapa ratkaista ongelmia"eika
"laskutoimitusten suorittamista".

Habits of mind -tyyppinen opetussuunnitelma tarjoaa oppilaille mahdollisuuden kokeil-
la ja tutkia itse. Se rakentuu sellaisten matemaattisten ajattelutapojen, joita oppilailla
toivotaan olevaan, pohjalta. Niiden mukaan oppilaiden tulisi olla sdédannénmukaisuuk-
sien etsijoitd ("pattern sniffers”), kokeilijoita ("experimenters"), kuvailijoita ("descri-
bers"), askartelijoita ("tinkerers"), keksijoitd ("inventors"), visualisoijia ("visualizers"),
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otaksumien muodostajia ("conjecturers") ja arvaajia ("guessers"). Geometrian oppikir-
jaan valittiin ndistd tavoitteista kolme. Oppilaiden tulisi olla:

Sdinnonmukaisuuksien etsijoitd, jolloin he pyrkivat 16ytdaméaan toistuvia kuvioita
matemaattisista ongelmista ja niiden ratkaisuista. Tdssd oppikirjan osassa esimerkiksi
monen pohdinnan ja harjoitustehtdvan ratkaisuun padstdan yhdenmuotoisten tai yh-
tenevien kolmioiden avulla. Ongelmiin liittyvid piirroksia tarkastellessaan opiskelijan
tulisi huomata tdma asia toistuvana seikkana.

Kokeilijoita, jolloin opiskelijan saatua jokin ongelma ratkaistavakseen hénen tulisi al-
kaa "leikkid"sen kanssa kokeillen ratkaisustrategioita, jotka osoittautuivat hyodyllisiksi
aiemmin, seké erilaisia ajatuksia. Taten hdnelle kehittyisi kyky tarkastella kriittisesti
kokeellisia tuloksia seka tietoisuus siitd, ettd kokeilemisen mahdollisuudet matematii-
kassa ovat kuitenkin rajoitettuja (tdlla viitataan todistamisen tarpeeseen).

Opiskelija kokeilijana —tavoite toteutuu jatkuvasti oppikirjan tassa tutkielmassa kasitel-
lyssd osassa tutkivan oppimisen malliin pohjautuvien pohdintojen kautta. Tutkimiseen
kdytetddn apuna dynaamista matematiikaohjelmaa GeoGebra. Se on ilmainen ja moni-
puolinen "tydvilinepaketti”, joka sopii sekd opettajan havainnollistamisvilineeksi ettd
oppilaan tyovélineeksi. Sitd voidaan parhaimmillaan kdyttdd mallintamiseen seka tut-
kivan ja keksivan oppimisen apuna. Se tukee erityisen hyvin oppilaan itsendistd tyos-
kentelyé ja tuo matematiikan oppimiseen nykyteknologian tarjoaman vuorovaikuttei-
sen dynaamisuuden. Tarkednd aspektina matematiikan oppimisen kannalta GeoGebra
sitoo tiedon erilaiset esitystavat, kuten numeerisen, graafisen ja symbolisen, yhdeksi
vuorovaikutteiseksi kokonaisuudeksi [15]. GeoGebra on lisdksi yksi vuodesta 2019 lah-
tien sahkoistyvissd matematiikan ykioppilaskirjoituksissa kaytettdvistd ohjelmistoista
[5], joten opiskelijoiden on tdrkedd oppia kdyttdimadn sitd. Koska tdssa tutkielmassa
kasitelty oppimateriaali on tasogeometriaan liittyvien aihealueiden loppuosassa, ole-
tetaan GeoGebran kédyton perusteiden olevan jo tutut opiskelijoille.

Kuvailijoita, jolloin opiskelijan tulisi osata kuvailla tarkkaan matemaattisten proses-
sien eri vaiheita. Sitd varten hdnen on kéytettdvd matematiikan kieltd, joka sisdltda
arkikielen sanojen lisdksi matemaattisia kasitteitd ja symboleita. Kuvailemalla sitd, mi-
td on tekemdssd, my0s asian ymmartdminen syvenee. Opiskelijan tulisi osata véitelld
matemaattisesta ongelmasta, selittdd kaverille ja vakuuttaa hinet tarkoilla perusteluil-
la siitd, ettd jokin ratkaisu on oikea, kysya kysymyksid toisilta ja kommentoida toisten
toitd. Opiskelijan tulisi lisdksi kehittdd tapa kirjoittaa ylos ajatuksiaan, vditteitddn ja
laatimiaan todistuksia. Kirjallisten ja sanallisten kuvailujen laatiminen omista toimen-
piteistddan on tarkeda silloin, kun yhteison osana késittelee ongelmaa.

Tama tavoite ndkyy oppimateriaalin pohdinta- ja harjoitustehtdvissé, joissa pyydetdan
perusteluja. Perustelujen laatiminen tapahtuu sekéd sanallisesti, kun opiskelija selittda
kaverilleen ideoitaan ja ndkemyksidéan, ettd kirjallisesti, kun todistukset ja ratkaisume-
netelmat kirjoitetaan ylos.

1.3 Tehtavityypit

Oppikirja sisdltdd pohdinta- ja harjoitustehtdvid sekd malliesimerkkejd, joista kullakin
on oma tarkka tarkoituksensa oppimisprosessissa. Tehtdvien tekoon voidaan kayttaa
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GeoGebraa tai perinteisesti kynéaé ja paperia. Pohdintatehtdvistd suurin osa pohjautuu
tutkivan oppimisen malliin, ja niiden on tarkoitettu kehittivan opiskelijan itsendistd
ja kriittistd ajattelua, ongelmanratkaisu- ja perustelutaitoja, yhteistyokykyé, tiedonha-
kutaitoa ja kommunikointia - sekd selittimista ettd toisten kuuntelua - matematiikan
kielta kdyttden. Pohdintatehtdvét on tarkoitus kdyda lapi paritdind oppitunnilla. Har-
joitustehtavét tehddan kotitehtdvind tai myos tunnilla ja niiden tarkoitus on syventaa
opiskelijan ymmarrystd sekd vakiinnuttaa hanen osaamistaan. Mallitehtdavéat ovat op-
pimisprosessin olennaisia elementtejd, silld opiskelija tutustuu niiden avulla ajatusmal-
leihin ja ongelmanratkaisustrategioihin.

Kaikki edelld mainitut oppimateriaalissa esiintyvét tehtdvatyypit voidaanjaotellamyos
erilaisen ndkdkulman perusteella sen mukaan, minka tyyppistd tekemistd ne vaativat.
Perinteisten, laskutaitoja harjoittavien tehtdvien lisdksi oppimateriaali sisédltdd geomet-
risia konstruktio-, ongelmanratkaisu- ja todistustehtdvid sekd kolme uutta tehtava-
tyyppid. Jalkimmadisid valittiin yhdessa projektiryhmén kanssa artikkelin Collaborative
Learning in Mathematics perusteella. Kyseisessa artikkelissa pohditaan, millainen ma-
tematiikan opetus takaa aikaa kestdvdd osaamista, jota pystytddn kdyttimaan myos
ei-rutiinitilanteissa. Artikkelissa esitetddn, ettd tarkoitukseen sopiva opetus edellyttda
oppilaalta aktiivista ja interaktiivista toimintaa, johon sisdltyy keskusteluja, ideoiden
selittdmistd, opiskelutovereiden haastaamista kysymyksillad sekéa ratkaisutapojen ja tu-
losten jakaminen yhteisdssé. Lisdksi sopiva opetus antaa oppilaalle mahdollisuuden
tutkia ongelmaa itse ennen kun héin saa tukea ja apua. Silloin oppilas joutuu parjaa-
madn aiempien tietojensa varassa ja itse rakentaa uutta tietoa opettajan ohjauksella.
Seuraavaksi esitetddn oppikirjaan valitut uudet tehtavatyypit.

Luokitteleminen ("classifying mathematical objects"): oppilas oppii tarkastelemaan
huolella, erottelemaan ja tunnistamaan tarkastelun kohteena olevien objektien omi-
naisuuksia. Samalla médéritelmien osaaminen syvenee ja matemaattisen kielen kdytto
kehittyy. Tdssd oppimateriaalissa luokittelemista vaativia tehtdvia on yhden kappaleen
verran kunkin alaluvun harjoitustehtdvissa (12 ja 16). Niissd oppilas joutuu kiyméaan
lapi kolmion merkillisten pisteiden kaikki ominaisuudet sekd miettimédan eri tasoku-
vioiden ja ympyrdn keskindisid suhteita.

Viitteen arvioiminen ("evaluating mathematical statements"): oppilas paittada, onko
jokin véite tosi aina, joskus tai ei milloinkaan. Taméan tehtdavityypin avulla oppilas-
ta rohkaistaan mm. esimerkkien ja vastaesimerkkien keksimiseen sekd véittelemiseen
oman ndkemyksen perustelemiseksi ja puolustamiseksi. Silloin, kun oppilas puolustaa
omaa ndkemystddn asiasta, han joutuu ajattelemaan syvallisesti. Tassd oppimateriaa-
lissa on yksi tdimédntyyppinen harjoitustehtdva (23), jossa on koottu kattavasti véitteita
oppimateriaalin molempien alalukujen tietoihin liittyen.

Paittelyssa esiintyvien virheiden analysointi ja korjaaminen ("analysing/correcting
mistakes in reasoning") eli "etsi ja korjaa-tyyppiset tehtdavét: opiskelija vertaa eri ratkai-
suja, tunnistaa virheet ja selittdd, mistd ne johtuvat. Lisdksi hdn tiedostaa, ettd ongel-
maan on olemassa eri ratkaisutapoja, ja osaa kehittdd oman tapansa ongelman ratkaise-
miseksi. Tdma tehtdvityyppi asettaa oppilaan kriittisen arvioijan sekd neuvonantajan
rooliin. Loytddkseen virheen oppilaan on kdytettdva vaihtoehtoisia ajattelutapoja. Tut-
kielman oppimateriaalissa tdima tehtdvatyyppi esiintyy runsaimmin sekd pohdinnois-
sa (A.12, A.32, A.33) ettd harjoitustehtdvissa (5, 10, 15 ja 18). Niissd on vertailtava eri



ratkaisuja samaan ongelmaan, 16ydettdava paattelyvirheitd sekd puuttuvia perusteluja.

Ongelmanratkaisu- ja todistustehtdvien (esim. tehtdvat 14, 19, 21 ja 22) kdyttod pe-
rustellaan yksityiskohtaisemmin kappaleessa 1.2.1 yleisissd perusteluissa. Geometriset
konstruktiotehtdvét ovat kautta aikojen kuuluneet geometriaan ja ne ovat edelleen tar-
keitd esimerkiksi kdytdnnon eldmédan pohjautuvina ongelmanratkaisutehtdvina (poh-
dinnat A.1 ja A.5, harjoitustehtavit 1, 2, 3, 6, 7, 8 ja 9). Laskutaitoja harjoittavat perus-
ja vaativammat tehtavat (3, 4, 11, 13, 17 ja 20) ovat matematiikan jokaisen aihealu-
een olennaisia osia, silld laskurutiinin kehittyminen on ehdoton tekija matemaattisen
osaamisen saavuttamiseksi [7].

2 Oppimateriaalin perustelu

2.1 Yleinen perustelu

Téamaén tutkielman oppimateriaali sisdltdd luvun Tasogeometria kaksi alalukua, joista
molemmat on jaettu edelleen kappaleisiin. Alaluku Kolmion merkilliset pisteet sisdl-
taa kappaleet Keskinormaalien leikkauspiste, Kulmanpuolittajien leikkauspiste ja Mediaanien
leikkauspiste, kun taas alaluku Ympyriin liittyvien suorien geometria koostuu kappaleista
Ympyriin tangentti ja Kehikulma. Tutkielman tdssa luvussa perustellaan oppimateriaalin
sisdlto yleiselld tasolla ja my0s kappalekohtaisesti. Oppimateriaali 10ytyy liitteend tut-
kielman lopusta (A). Oppimateriaalin perustelemiseksi kdytetdan tieteellisid artikkelei-
ta, jotka késittelevit esimerkiksi matemaattiseen todistamiseen, matematiikaohjelman
GeoGebra kdyttoon, tutkivaan oppimiseen, oppijoiden ajattelustrategioihin ja mate-
maattisiin tehtavatyyppiin liittyvid tutkimuksia. Pohdintatehtdvien kuvaukset, niiden
tavoitteet ja ratkaisut 18ytyvit tutkielman luvusta 2.

Oppikirjan aiemmissa luvuissa on jo késitelty kolmioon ja ympyrddn liittyvét olen-
naisimmat késitteet ja niihin liittyviat tarkeimmaét ominaisuudet kuten suorat, kulmat,
suora- ja vinokulmainen kolmio sekd niiden trigonometria, ympyrd, sektori, pituus,
piiri, pinta-ala, yhtenevdisyys ja yhdenmuotoisuus. Tdssd tutkielmassa esitelty oppi-
materiaali on jatke geometrian oppikirjan edellisiin aiheisiin ja kdyttdd niista opittuja
tietoja.

Geometrian oppimiseen liittyy useita vaikeuksia. Huomattava moni oppilas epdon-
nistuu geometrian kasitteiden ymmartdmisessd, jolloin geometrinen todistamis- ja on-
gelmanratkaisukyky ei kehity riittavasti. Erityisesti oppilaiden todistamiseen liittyvat
taidot osoittautuivat tutkimusten mukaan heikoiksi. Puuteellinen ymmartdminen ai-
heuttaa oppilaiden keskuudessa pelkoa ja luovuttamista geometrian suhteen, mika
vdistdimattd johtaa heikkoihin suorituksiin. On tunnistettu useita tekijoitd, joilla voi-
daan selittdd, miksi geometrian oppimista koetaan vaikeaksi. Tédllaisia ovat esimerkiksi
geometriaan liittyvad kielenkdytto, visualisoinnin taito ja riittdvan tehokkaiden ohjei-
den puuttuminen. Perinteisissd ldhestymistavoissa geometrian opetuksessa korostuu
enemman se, kuinka paljon oppilas pystyy opettelemaan ulkoa ja vdhemman se, kuinka
hyvin hidn osaa ajatella ja perustella [6], [11]. Tamé&n seurauksena hidn kohtaa vaikeuk-
sia silloin, kun muistettua tietoa pitdisi soveltaa uudessa tilanteessa. Oppilaille olisi
annettava enemman aikaa geometristen késitteiden ymmartamiseen. [11]
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Doganin ja Icelin (2011) mukaan opetuksen perinteiset keinot (piirrokset paperilla ja
kynaélla liitutaululle) eivét riitd geometrisen osaamisen edellyttdmien kykyjen saavut-
tamiseksi. Téllaisiksi kyvyiksi lasketaan esimerkiksi kyky kriittiseen ajatteluun, perus-
telemiseen, mielikuvituksen kédyttimiseen ja asioiden tarkastelemiseen useasta nako-
kulmasta.

Ratkaisuiksi ylld esitettyihin ongelmiin tarjoutuvat esimerkiksi dynaamiset matema-
tiikkaohjelmat, jotka ovat muuttamassa matematiikan opetuksen luonnetta. Koska geo-
metrian ymmartamisessa erds ratkaiseva tekija on oikeanlainen visualisointi, tdhan op-
pimateriaaliin otetaan mukaan ja kdytetddn runsaasti dynaamista matematiikkaohjel-
maa GeoGebra. Se toisaalta mahdollistaa oppimisprosessissa paljon enemmaén kuin
pelkkdd visualisointia. Opiskelijat pddsevat tutkimaan, tekemddn konjektuureja, ko-
keilemaan, laatimaan selityksid ja ylipdatdaan kommunikoimaan yhteistyossa toisten-
sa kanssa matemaattisesta aiheesta; erityisesti geometrian lauseiden ymmartdminen
helpottuu [1]. Eri tutkimuksissa huomattiin, ettd GeoGebran kaytolld oli huomatta-
via parantavia vaikutuksia oppilaiden oppimiseen, saavutuksiin ja motivaatioon [6],
[20], [21]. Seloraji ja Leong (2017) huomauttivat, ettd tutkimukseen osallistuneet op-
pilaat kaikista taitoryhmistd olivat halukkaita kdyttiméaan jatkossakin GeoGebraa op-
piakseen matematiikkaa. Myos heikoimmat oppilaat paransivat tuloksiaan GeoGebraa
kdyttden. Dogan ja Icel (2011) huomasivat lisdksi, ettd dynaamisen matematiikkaoh-
jelman kaytolla oli myds pitkdaikaisia vaikutuksia. GeoGebraa kédyttden opitut tiedot
sdilyivat huomattavasti paremmin oppilaiden pitkdaikaismuistissa ja he kykenivét so-
veltamaan niitd helpommin my6s my6hemmissa vaiheissa. Tietokoneen kayttd auttoi
oppilaita muistamaan paremmin tietoja ja suorittamaan laskuja oikein. Geometrisen
ajattelun kehittymisessa oppilas ldhtee kuvion havainnoimisesta ja tunnistamisesta, jat-
kaa sen ominaisuuksien tunnistamisella ja lopuksi ymmartdd yhteyden kuvion ominai-
suuksien ja aksiomaattisen kontekstin vélilla [11]. Dynaamista matematiikkaohjelmaa
kdyttden kuvion havainnoiminen ja sen ominaisuuksien tutkiminen on huomattavas-
ti helpompaa ja monipuolisempaa. Oppilas pddsee saattamaan tiettyja ominaisuuksia
omistavaa kuviota moneen eri muotoon, mikd syventdd hdnen ymmarrystaan asiasta.
Toistuvien tutkimustehtdvissa kertyneiden kokemusten kautta ongelmanratkaisutaito
ja ideoiden omaksumisen kyky paranevat [11].

Konstruoidessaan dynaamisesti geometrisia kuvioita oppilas tekee toimenpiteitd, ku-
ten venyttdminen, pyorittdminen, peilaaminen, muuntaminen, mittaaminen, joiden ai-
kana hdn pystyy tekemé&an paljon havaintoja ja parantamaan mielikuvitustaan, jolloin
abstraktien asioiden oppiminen helpottuu. Dynaamisella ohjelmalla konstruoinnin vai-
heet edellyttdvit oikean tuloksen aikaansaamiseksi syvillista kasitteellistd ajattelua ja
kaikkien tarvittavien ominaisuuksien huomioon ottamista. Kun tillainen korkeatasoi-
nen ajattelu saavutetaan, vasta silloin kuvioiden konstruointi onnistuu. Se tarkoittaa
puolestaan sitd, ettd oppilas on saavuttanut syvallistd ymmarrystd asiasta ja korkean-
tasoista oppimisen kykya. Perinteisilld kynd-paperi- menetelmilld tdméan tavoitteen
saavuttaminen on hankalampaa. [6]

Matematiikkaohjelman dynaamisuus tarkoittaa my®0s sitd, ettd tietoa — piirrosta ja ku-
viota —voidaanjatkuvasti muuttaa tarkasteltavana olevan ominaisuuden muuttumatta,
jolloin oppilaan on mahdollista nopeasti erottaa olennaiset tekijiat epdolennaisista. Mda-
rittelevat ominaisuudet korostuvat ja kuviot alkavat “eldd” oppilaan mielessd. Taten
oppimiseen syntyy olennainen laadullinen muutos. [15]
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Kaikista ylld mainituista seikoista huolimatta tdmén tutkielman siséltimé oppimateri-
aali on mahdollista kdyda lapi myos kynaélld, harpilla ja piirtokolmiolla. Oppimateri-
aalin sisdltdmid paperille piirrettyjd kuvia voi kdyttda tutkimustehtdvien pohdintaan
ja ratkaisemiseen.

Dynaamisen matematiikaohjelman kdytolld geometrian tunneilla on havaittu olevan
myods kddntopuoli, joka koskee matemaattista todistamista. Joidenkin tutkimusten mu-
kaan oppilaiden sellainen asenne herittda huolta, ettd tutkimustehtévistd saadut yk-
sittdiset havainnot ja tulokset riittdvat todistamaan asian yleisesti péteviksi, eli heille
syntyy vadrd kisitys matemaattisen totuuden luonteesta. Kun oppilas péddsee kon-
struoimaan omia empiirisid ndytt6jadn, haneltd saattaa hdvitd motivaatio todistaa asia
deduktiivisesti ja loogisesti padttelemdlld eikd hdn endd ymmarrd todistuksen mer-
kitystd. On toisaalta sellaisiakin tutkijoita, joiden mielestd ei koulumaailmassakaan
ole ylitsepddsematonta ristiriitaa empiirisen tiedonsaannin ja todistamisen valilld. Hei-
dén mielestddn dynaamiset matematiikkaohjelmat ovat tarkeitd tyokaluja induktiivisen
ajattelun kehittdmiseksi, ja induktiivinen ajattelu on puolestaan tirked kyky matema-
tiikassa. [1]

Téamaén tutkielman oppimateriaalissa todistamisella on tdrked rooli sind mielessd, et-
td pohdintatehtdvissd tehdyt havainnot lausutaan myohemmin lauseina ja todistetaan
tosiksi. Oppimateriaali sisdltaa sellaisiakin lauseita, joiden todistaminen on jatetty opis-
keljjoille harjoitustehtédviksi. Todistuksen tiarkeydestd ja mahdollisuuksista kouluma-
tematiikassa on tehty lukuisia tutkimuksia. Aksoyin ym.(2010) mukaan todistamisen
tarkein anti koulumatematiikalle on siind, ettd se auttaa oppilaita ymmartamaan mate-
maattisen tiedon luonnetta. Otaksumilla on tiarked rooli sind mielessd, ettd niitd ensin
epadilldan todeksi, ja kun ne on todistettu, niistd tulee lause. Matemaattisessa todistami-
sessa tasmallisen pédattelyn kaytolld on ollut Chazanin (1993) mukaan suuri vaikutus
sithen, ettd matematiikka on saavuttanut merkittivan aseman lansimaailman kulttuu-
rissa. Koulumaailmassa ei kuitenkaan kiinnitetd riittdvaa huomiota todistamiseen eika
oteta huomioon sitd perustavanlaatuista eroa, joka on todistamisen ja empiirisen nay-
ton vililld. Ottenin ym. (2014) mukaan pétevien argumenttien rakentaminen ja toisten
perustelujen kriittinen arviointi ovat perustavanlaatuisia kykyjé, joita oppilaiden tulisi
kehittda kaikilla opintojen tasoilla. Pddttelemisen ja todistamisen tulisi olla painopiste
matematiikan opetuksessa kouluvuosien aikana alusta loppuun saakka. He mainitsevat
tarpeellisuuden periaatteesta standardina ainedidaktiikalle: se tarkoittaa matemaatti-
sen aiheen esittamistd silld tavalla, ettd oppilaat ymmartdisivat todistamisen dlyllisen
tarpeellisuuden sen sijaan, ettd he tulkitsisivat todistamista silkkana pakollisena ja tar-
peettomana tehtdvana.

Stylianidesin (2007) mukaan todistaminen on matemaattisen ymmartamisen perusta.
Se on perustavanlaatuinen tekijd matemaattisen osaamisen kehittymisessa sekd mate-
maattisen tiedon kommunikoinnissa. "Intellectual honesty- ja "continuity- periaattei-
den nojalla tulisi noudattaa matemaattisen péaattelyn oikeita kaytantoja jo alakoulusta
lahtien ottaen huomioon oppilaiden matemaattisten valmiuksien tason ja kunnioittaen
sitd. Todistamisen periaatteiden mukaan empiirinen havainto ei kdy todistukseksi edes
alakoulussa. Stylianides esittdd lisdksi, ettd koululuokassa opettaja toimii matemaat-
tisen yhteison edustajana, joten hdnelld on vastuu hyvéksyd oppilaan argumentteja
todistukseksi tai jattdd hyvaksymattd. Opettajalla on samalla vastuu siitd, ettd hin
kertoo oppilaille ja saa heiddt vakuuttumaan siitd, miksi toiset argumentit kdayvat to-
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distukseksi ja toiset eivdt. Tamén tutkielman oppimateriaalissa onkin ehdotettu, ettd
pohdintatehtdvien lapikdymisen ja havaintojen tekemisen jdlkeen kaytdisiin opettaja-
johtoisesti yhdessa ldpi oikeat ratkaisut sekd niiden todistukset, jotta opiskelijoilla ei
jdisi asiasta vaddrinkdsityksid.

Aksoyin ym.(2010) mukaan tavoitteena on osata hyddyntdd dynaamisia matematiik-
kaohjelmia myds todistamisessa. Jos opiskelijoille tarjotaan opettajan ohjauksen ohel-
la huolellisesti suunniteltuja tehtdvid sekd sellainen oppimisymparistd, joka teknisten
apuviélineiden ldsndollessa edistdd sekd konjektuurien tekoa ettd deduktiivista paat-
telyd, silloin opiskelijat pystyvit hyodyntdaméaan tehokkaasti dynaamisia matematiik-
kaohjelmia myds todistamistaitonsa kehittamiseksi. Opettajan rooli korostuu entises-
tdan silloin, kun matematiikkaa opiskellaan dynaamista matematiikkaohjelmaa kayt-
tden. Oppilaiden tutkiessa tiettyd konjektuuria jatkuvien vaihtelujen kautta opettajan
on kysyttava, miksi he luulevat jonkin havainnon olevan yleisesti tosi, ja on haastetta-
va oppilaita selittiméén viitteitddn. Oppilaiden tekemien tutkimustehtdvien on hyva
sisdltdd kolme aspektia: kommunikaatio, tutkimus ja selittdiminen. [1]

Tamaén tutkielman sisdltdmédssd oppimateriaalissa on pyritty suunnittelemaan mah-
dollisimman monta pohdintatehtdvdd edelld esiteltyjen tavoitteiden mukaisesti. Esi-
merkkind voidaan mainita pohdinnat A.1ja A.2, joissa tavoitteena on 16ytdd kolmesta
pisteestd yhtd etdalld oleva piste sekd huomata sen yhteys kolmion ympéri piirretyn
ympyran keskipisteeseen. Opiskelija ohjataan muutamilla tarkkaan mietityilld kysy-
myksilld ratkaisun loytdmiseen. Kun opiskelija tutkii GeoGebran avulla kahdesta pis-
teestd yhtd etddlld olevien pisteiden muodostaman kdyrdn ominaisuuksia ja selittdd
niakemyksiddn parilleen tai kirjoittaa ne ylos, hdn on yhtd aikaa muodostamassa to-
distusta lauseeseen "piste on janan keskinormaalilla tdsmaélleen silloin, kun se on yhta
etddlld janan padtepisteistd".

Aksoyin ym. (2010) mukaan De Villiers (1998) ehdotti, ettd todistaminen siséltdisi kol-
me vaihetta: selitys / todistaminen, tutkiminen / uusien ratkaisujen 1dytdminen ja tar-
kistus (silloin, kun véitteen totuusarvosta ollaan jo vakuuttuneita). Tamén tutkielman
sisdltdmassd oppimateriaalissa sovelletun tutkivan oppimisen periaatteiden mukaan
jarjestys kuitenkin muuttuu: ensin tutkitaan ja tarkistetaan, sitten todistetaan (selit-
taminen kuuluu aina kaikkiin vaiheisiin). Tutkimustulosten perusteella GeoGebran
kayttd geometrian tunneilla osoittautui hyodylliseksi tarkistusvaiheessa ja vihemmaén
hyoddylliseksi todistamis- ja uusien ratkaisujen 16ytdmisvaiheessa [1]. Siten tdssd op-
pimateriaalissa lauseen lausuminen ja sen todistaminen deduktiivisesti paattelemalla
tapahtuu aina jédlkikdteen; GeoGebraa kdytetdadn prosessin alussa tutkimiseen, havain-
tojen ja niistd johtuvien johtopédatdsten tekoon sekd tarkistamiseen. Tutkimustulokset
lisdksi osoittivat, ettd GeoGebran kdytto ei kehittdnyt oppilaiden geometrista ymmar-
rystd perinteisid opetusmenetelmia paremmin silloin, kun se sisélsi vain staattisia ku-
via [1]. Hyoddyllinen vaikutus syntyi nimenomaan siitd, ettd oppilas itse konstruoi ja
tutki asiaa dynaamisesti. Tamén tutkielman oppimateriaalin GeoGebralla tutkituissa
tehtdvissd opiskelija ei vain rakenna piirroksia itse, vaan hédn voi aina tarttua kuvaan
tietyistd pisteistd ja raahaamalla niitd padsee seuraamaan asiaa kuvan eri muodoissa ja
mittasuhteissa. On opettajan vastuulla laatia sellaisia tehtdvéasarjoja, joita lapikdydes-
sddn opiskelijat pystyvat linkittiméaan empiiriset havainnot deduktiiviseen paattelyyn.
Tasta oppimateriaalista esimerkkind edelld mainittuun voidaan mainita mallitehtdvan
A.26, jossa on laskettava kehdkulman ja puoliympyrén sisdltiman kehdkulman suu-
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ruus, vaikka pohdintatehtdvissa A.24 ja A.25 tehtyjen havaintojen nojalla olisi mahdol-
lista ilmoittaa kulmien arvot suoraan ilman laskutoimituksia.

Téassa tutkielmassa kasitelty oppimateriaali sopii hyvin tutkivan oppimisen mallin kay-
tantodihin. Tutkiva oppiminen on konstruktivistisen oppimiskésityksen pohjalta luotu
malli, jossa oppilaat tutkivat itse jotakin ongelmaa ilman, ettd heille on ennalta opetettu
asiasta kaikkia tarvittavia tietoja [24]. Tutkivassa oppimisessa korostuu matemaattisen
tiedon tuottamiseksi tarvittava luovuus ja lisdksi matematiikan opiskelusta tulee haus-
kempaa. Se on nykyajan tehokkaimpina pidettyjd ja monimutkaisimpia oppimismal-
leja, jonka monet asiantuntijat uskovat valmentavan oppilaita parhaiten tulevaisuu-
den tydeldmaén asettamiin vaatimuksiin kuten itseohjautuvuuteen, tiimitydskentelyyn,
monimutkaisten ongelmien ratkaisemiseen ja uudessa tilanteessa tiedon soveltamiseen
liittyviin taitoihin. Tdssdkin opetusmallissa opettajan rooli on tdrked; han toimii ikddn
kuin tutkivan oppimisen syddmend. Opettaja luo sopivan korkeatasoisen oppimisym-
péristdn, johon kuuluu mm. hdnen tarjoamansa oikea-aikainen ohjausja asiantuntijuus.

[7]

Matemaattisten tutkimustehtdvien merkitys 16ytyy siitd, ettd niiden ratkaiseminen vaa-
tii tiedon lisdksi ymmartamistd ja ongelmanratkaisutaitoa. Jalkimmainen vaatii puoles-
taan joustavaa ajattelua ja siten luovuutta, joka on taas divergentin ja loogisen ajattelun
tavoitteellinen yhdistelma. Matemaattisissa tutkimustehtdvissa on olennaista erilaisten
ratkaisukeinojen keksiminen ja siten luovuuden harjaannuttaminen. Tutkimustehtéavit
ovat avoimia tehtédvid, joiden alkutilanne on annettu (sitd sanotaan kontekstin luomi-
seksi), mutta tehtdvan sisdltimda ongelmaa voi ldhestya eri tavoin. Oikeita ratkaisuja
on useampia ja oppilaan on mahdollista muotoilla uusia kysymyksid. Tutkivan op-
pimisprosessin edetessd oppilaiden tietdmys aiheesta syvenee ja haarautuu asteittain
siten, ettd ensin he itse asettavat tutkittavaan aiheeseen liittyvid kysymyksid, vastaavat
niihin intuitiivisesti (kysymyksiin vastaamista sanotaan tydskentelyteorioiden muo-
dostamiseksi) ja myos arvioivat kriittisesti omia selityksidédn ja teorioitaan. Sitten he
etsivat uusia tietoja ja kehittdvat niiden perusteella tarkentavia kysymyksid, joihin vas-
taavat taas uutta tietoa etsimalla. [7]

Tutkivan oppimisen erds tiarked aspekti on yhteistoiminnallisuus seka siihen liittyva
kommunikointi ja yhteisty6 oppilaiden kesken. Barronin ym.(2008) mukaan ryhmétyo
auttaa yksilollistda opiskelua monenlaisten sosiaalisten vuorovaikutusten kautta kuten
oivalluksien jakaminen, ongelman ratkaisun yritykset erilaisten ndkdkulmien ja argu-
menttien pohjalta, yksilon henkilokohtainen selitys asiasta, toisten strategioiden huo-
mioiminen, toisten selitysten kuunteleminen ja kriittisten ndkokulmien esille tuomi-
nen. Tutkimukset osoittavat, ettd ryhmaétodiden avulla opiskelleet oppilaat suoriutuvat
yleensd huomattavasti paremmin ongelmanratkaisutilanteista kuin ne, jotka ovat opis-
kelleet itsendisesti. Suorituksen taso riippuu kuitenkin vahvasti myds siitd, kuinka hyva
ja tehokas ryhman jasenten yhteistyo oli. Opettajan rooli korostuu myos tédssa tilantees-
sa: perustamalla oikeita ryhmatyoskentelykdytantoja han on vastuussa siitd, kuinka
tavoitteellisesti ryhmaén jasenten yhteisty6 sujuu. Hénen tulee havaita ryhmén jasenten
vilisid vuorovaikutuksia ja keskusteluja sekd tarjota oikea-aikaista tukea ja palautetta
ryhmétyon kehittdmistd varten. Tietotekniset tydkalut voivat olla hyodyllisid tyosken-
telytapojen vakiinnuttamisessa ja tuottavien yhteistoiminnallisten vuorovaikutusten
tukemisessa. Tutkimukset myontdviat myos sen tosiasian, ettd yhteistoiminnallisen ja
tutkivan oppimisen toteuttaminen voi olla kdytannossa haastavaa. [2]
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Matematiikan opiskelussa on yleensd hankalampaa toteuttaa ryhmatyotd, mutta pari-
ty0 sen sijaan soveltuu monenlaisiin tilanteisiin. Siten tdimén tutkielman oppimateriaa-
lissa onkin suositeltu kunkin pohdintatehtdvan ratkaiseminen parityona. Pohdintateh-
tavit eivit kasittele yleensd kovin laajoja tutkittavia aiheita, ja myos niihin tavoiteltu
vastaus on yksikédsitteinen, mutta ongelman ratkaisukeinoja ja niihin liittyvia selityksia
voi olla useampia. Syvillisempid pohdintoja, joissa opiskelijan itse pitdd konstruoida
myos kuva, ovat A.1-2, A.5-6, A.10 ja A.18. Muissa pohdintatehtdvissa opiskelijalla on
vihemman piirrettdvad ja hdnen on ldhinnd havainnoitava jokin sddannénmukaisuus
annetussa tilanteessa. Ndiden havaintojen itsendisen perustelemisen yleiselld tasolla
katsotaan kuitenkin ylittdvan useimpien oppilaiden valmiudet vield tdssd vaiheessa
(esimerkiksi pohdintojen A.9, A.13, A.16 ja A.24 tapauksessa), siksi todistus esitetdan
suoraan kirjassa tai sitd ei esitetd lainkaan.

Tutkivaan oppimiseen on havaittu liittyvan myos mahdollisia haittapuolia. Tutkivaa
matematiikkaa sovellettaessa on esimerkiksi mahdollista, ettd opiskelun painottuessa
liian voimakkaasti asioiden ymmarryksen vahvistamiseen ja keksimiseen laskutaidot
jadvat puutteellisiksi. Hyvin olennaista tutkivaa matematiikkaa harjoitettaessa onkin
opettajan ndkemys sekd aiheenvalinnassa ettd tasapainon loytdmisessd mekaanisen
laskutaidon ja tutkivan oppimisprosessin valilld [24]. Tassa tutkielmassa kasiteltavan
oppimateriaalin aihealueet soveltuvat hyvin tutkivan oppimisen kdyttoon. Edelld mai-
nittu tasapaino pyrittiin luomaan siten, ettd lauseisiin johtavia havaintoja tehddan poh-
dintatehtdvissd tutkivan oppimisen avulla, mutta malli- ja harjoitustehtédvissa keskity-
tdan yhta paljon myos laskutaitoihin.

Kirschner ym. (2006) esittdvat tutkimuksessaan huomattavasti ankarampaa kritiikkia
konstruktivistiselle oppimiskésitykselle ja siihen juurtuneelle tutkivalle oppimiselle.
Heiddn mukaansa moni tutkimus, joka pohjautuu ihmisen kognitiiviseen rakentee-
seen, asiantuntijan ja noviisin véliseen eroon sekéd kognitiiviseen taakkaan liittyviin
tietoihin, on osoittanut, ettd edelld mainituille oppimiskésityksille ominainen mini-
maalinen ohjeistus ei toimi koululuokassa, silld se ei tuota toivottuja tuloksia. Heiddn
mukaansa minimaalinen ohjeistus oppimisprosessin aikana on vihemmain tehokasta
kuin tarkkoihin ohjeisiin pohjautuvat opetusmenetelmit. Tarkkojen ohjeiden merkitys
hiipuu vasta siind vaiheessa, kun oppilaalle muodostuu riittdvdn vahvaan ja korkea-
tasoiseen osaamiseen pohjautuva sisdisen ohjauksen taito. Heiddn mukaansa suurin
osa kaikenikdisistd oppijoista osaa konstruoida uutta osaamista siind tapauksessa, ettd
heille annetaan riittdvésti tietoja ja ohjeita, eikd ole ndyttod sille, ettd minimaalisella
tiedonmaéaralla heiddan kykynsa rakentaa uutta tietoa paranisi. He mainitsevat More-
non (2004) tutkimustuloksista, joiden mukaan tutkivan oppimisen mallilla opiskelleet
oppilaat eivit saavuttaneet korkeampaa osaamisen tasoa eivatkd osanneet soveltaa tie-
toja uudessa tilanteessa paremmin kuin ne oppilaat, jotka opiskelivat tarkan ohjauksen
ja runsaiden esimerkkien parissa. Perusteluna ndihin tutkimustuloksiin on kdytetty
kognitiivisen taakan teoriaa, jonka nojalla vapaa tutkimus- ja keksimistyd monimut-
kaisessa kontekstissa rasittaa sen verran tydmuistia, ettd se on noviisin tapauksessa
haitallista oppimiselle. He jatkavat siten, ettd noviisien tapauksessa oikeita ongelman-
ratkaisumenetelmii esittelevien esimerkkien tutkiminen nayttda olevan ylivoimaisesti
hyodyllisempéad kuin ratkaisun keksiminen alusta lahtien itse. Selityksend tdhan esite-
tadn, ettd tyomuistin kuormitus vahenee tutkimalla valmiita ratkaisumenetelmisd, silla
silloin tydmuistin voimavaroja voi keskittdd keksimisen sijaan nimenomaan ratkaisu-
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menetelmén vaiheiden vilisten loogisten yhteyksien ymmartdmiseen. He mainitsevat
vastakkainasetteluna my6s Wickensin konstruktivistisen argumentin, joka sai myo-
hemmin paljon seuraajia ja jonka mukaan tarkkojen ohjeiden liiallinen méard matema-
tiikan opiskelussa voi tuottaa hyvia vilittdmia tuloksia mutta samalla haitata oppilaan
kykya tuottaa oikeita ratkaisuja ongelmiin myohemmadssa vaiheessa. [13]

Osa tédssd tutkielmassa kasitellyn oppimateriaalin aihepiireistd on oletettavasti jo pe-
ruskoulusta asti tuttua opiskelijoille, esimerkiksi keskuskulman, kehdkulman, kulman-
puolittajan, keskinormaalin ja mediaanin kisitteet. Uusia aiheita ovat mm. kolmion
merkilliset pisteet, kolmion ja ympyrdn keskindinen suhde, kulmanpuolittaja- ja me-
diaanilause, tangenttikulma ja jannekulmio. Edelld esitellyt tutkivan oppimisen hait-
tapuoliin liittyvat nakokulmat tassa tutkielmassa késitellyn oppimateriaalin pohdinta-
tehtdvissd huomioon ottamalla on opiskelijan tutkimisty6td ohjattu toivottavaan suun-
taan muutamalla tarkkaan mietitylld ohjeella ja kysymykselld. Siita huolimatta opis-
kelijalla on aina mahdollisuus keksid omia ratkaisutapojaan, jotka johtavat oikeaan
tulokseen; tdhén viittaa sellainen ohjauksen sanankdytto, ettd "voit edetd esimerkiksi
talla tavalla".

2.2 Kolmion merkilliset pisteet
2.2.1 Keskinormaalien leikkauspiste

Alaluvun Kolmion merkilliset pisteet kappaleessa Keskinormaalien leikkauspiste kdydaan
lapi janan keskinormaaliin, kolmion keskinormaalien leikkauspisteeseen ja kolmion
ympadri piirrettyyn ympyréén liittyvit késitteet ja ominaisuudet.

Oppimateriaali alkaa pohdinnalla A.1, jonka tarkoituksena on johdatella opiskelijoita
janan keskinormaalin konstruointiin ja sen ominaisuuksien tunnistamiseen seka kol-
mion keskinormaalien leikkauspisteen 16ytdmiseen tutkivan oppimisen avulla. Poh-
dintatehtdvassa opiskelijat ratkaisevat parityond kdaytannon ongelman, jossa on 16y-
dettdava kolmesta talosta, jotka eivit sijaitse samalla suoralla, yhtd kaukana oleva piste.
Ongelman ratkaisemista matematiikkaohjelma GeoGebran appletin avulla.

Kun opiskelijat ovat saaneet jo oletettavasti selville pohdinnassa A.1 kahdesta pis-
teestd yhta etdalld olevien pisteiden muodostaman kdyrdn ominaisuudet, mééritellddan
kyseinen kdyrd janan keskinormaalina. Seuraavaksi kerrotaan my0s, mitd tarkoittaa
kolmion ympari piirretty kolmio. Jalkimmadisen madrittelyn tarkoituksena on yhdistda
kolmion keskinormaalien leikkauspiste kolmion ympari piirretyn ympyran keskipis-
teeseen, mikd tapahtuu pohdinnassa A.2. Siind ei tutkita uutta asiaa, vaan tarkoitus
on koota yhteen edellisistd havainnoista ja maaritelmistd johtuvia johtopdatoksid, jotka
implikoivat, ettd kolmion keskinormaalit leikkaavat samassa pisteessd ja tima piste on
kolmion ympari piirretyn ympyran keskipiste.

Téassa vaiheessa opiskelijalla on jo tiedossa kaikki asiat, joita tdssd kappaleessa oli
tarkoitus tutkiaja paitelld. Seuraavaksi siirrytddn oikeiden matemaattisten kdytiantdjen
mukaisesti lauseiden muodostamiseen ja niiden todistamiseen. Lauseet muodostetaan
pohdinnoissa tehtyjen havaintojen ja johtopaatdsten nojalla.

Todistetaan lause A.3, jonka mukaan piste on janan keskinormaalilla tdsmaélleen sil-
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loin, kun se on yhtd etddlld janan pddtepisteistd. Lauseessa A.4 lausutaan, ettd kolmion
keskinormaalit leikkaavat samassa pisteessd ja tdma piste on kolmion ympari piirretyn
ympyrdn keskipiste. Oppimateriaalissa ei kuitenkaan esitetd kaikkien lauseiden to-
distuksia, vaan osa jdtetddn opiskelijoille harjoitustehtdviksi, kuten myds lauseen A.4
todistus.

2.2.2 Kulmanpuolittajien leikkauspiste

Alaluvun Kolmion merkilliset pisteet kappaleessa Kulmanpuolittajien leikkauspiste kiydaan
lapi kulman puolittajaan, kolmion kulmanpuolittajien leikkauspisteeseen ja kolmion
sisddn piirrettyyn ympyraan liittyvat kasitteet ja ominaisuudet. Siind tutustutaan lisdksi
kulmanpuolittajalauseeseen ja opitaan sen pohjalta analysoimaan valmiita ratkaisuja.

Johdattelu alkaa pohdinnalla A.5, jonka tarkoituksena on johdattaa opiskelijoita kul-
man puolittajan konstruointiin ja sen ominaisuuksien tunnistamiseen sekd kolmion
kulmanpuolittajien leikkauspisteen Idytdmiseen tutkivan oppimisen avulla. Pohdinta-
tehtdvassad opiskelijat ratkaisevat parityond kdytannon ongelman. Siind esiintyy kolme
kylad, jotka eivit sijaitse samalla suoralla, ja niitd yhdistdva kolme suoraa tietd. On 16y-
dettdava kolmesta tiestd yhta kaukana oleva piste. Ongelman ratkaisemista suositellaan
matematiikkaohjelma GeoGebran appletin avulla.

Kun opiskelijat ovat saaneet jo oletettavasti selville pohdinnassa A.5 kahdesta toisensa
leikkaavasta janasta yhtd etddlld olevien pisteiden muodostaman kdyrdn ominaisuu-
det, méadritellddn kyseinen kdyra kulman puolittajana. Seuraavaksi kerrotaan my®os,
mitd tarkoittaa kolmion sisddn piirretty kolmio. Jalkimmadisen méérittelyn tarkoituk-
sena on yhdistdd kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste kolmion sisddn piirretyn
ympyran keskipisteeseen, mikd tapahtuu pohdinnassa A.6. Siind ei tutkita uutta asi-
aa, vaan tarkoitus on koota yhteen edellisistd havainnoista ja méaéritelmistd johtuvia
johtopdatoksid, jotka implikoivat, ettd kolmion kulmanpuolittajat leikkaavat samassa
pisteessd ja tdma piste on kolmion sisddn piirretyn ympyran keskipiste.

Téassa vaiheessa opiskelijalla on jo tiedossa kaikki asiat, joita tdssd kappaleessa oli
tarkoitus tutkiaja pdételld. Seuraavaksi siirrytdadn oikeiden matemaattisten kdytantdjen
mukaisesti lauseiden muodostamiseen ja niiden todistamiseen. Lauseet muodostetaan
pohdinnoissa tehtyjen havaintojen ja johtopaatdsten nojalla.

Lausutaan ensin lause A.7, jonka mukaan piste on janan kulmapuolittajalla tismaélleen
silloin, kun se on yhtd etddlld kulman kyljistd. Taméan lauseen todistus jatetdan opiskeli-
joille harjoitustehtdvéaksi. Heiddn pitdisi kyetd laatimaan todistus esimerkiksi edellisen
lauseen A.3 todistusta mallina kdyttden. Oppimateriaalissa todistetaan lause A.8, silld
opiskelijoille voi olla liian hankalaa itse laatia todistus tdhdn lauseeseen. Lauseessa to-
detaan, ettd kolmion kulmanpuolittajat leikkaavat samassa pisteessd ja tima piste on
kolmion sisddn piirretyn ympyran keskipiste.

Tutustutaan tdssd vaiheessa myos kulmanpuolittajalauseeseen, vaikka se ei liity aihee-
seen “kolmion merkilliset pisteet”, mutta liittyy kuitenkin kolmion kulmanpuolittajiin.
Tutustuminen voidaan aloittaa pohdintatehtdvilla A.9, jossa on tarkoitus seurata Geo-
Gebran appletin avulla kolmion eri sivujen ja niiden osien suhteita. Opiskelijan tulee
huomata, mitkd suhteet pysyvit keskenddn yhta suurina silloin, kun kolmion kéarkipis-
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teitd siirretddn mielivaltaisiin kohtiin. Koska tdssd pohdinnassa opiskelijan ei tarvitse
tehda erityisid dlyllisid oivalluksia, vaan pitdd huomata tietty sédnnénmukaisuus, sen
yli voidaan hypiti ja tutustua suoraan kulmanpuolittajalauseeseen.

Téssd kohtaa oppimateriaalia kuuluu yldspdin eriyttava pohdinta A.10. Sen tarkoi-
tuksena on, ettd opiskelija kokoaa kolmion kahteen merkilliseen pisteeseen liittyvit
tietonsa ja keksii sellaisen kolmion, jossa kyseiset merkilliset pisteet yhtyvit. Oikei-
den matemaattisten kdytantdjen mukaisesti opiskelijan tulee perustella parilleen, miksi
merkilliset pisteet yhtyvéat hanen keksimédssaan kolmiossa. Silloin, kun oppilas perus-
telee asioita selittdmalld, hdnen ymmarryksenséd asiasta syvenee ja my6s matematiikan
oppimisen kommunikointiin liittyva tavoite toteutuu. Taméa pohdinta ei liity kulman-
puolittajalauseeseen, mutta se kuitenkin laitettiin tdhdn kohtaan siitd syystd, ettd se
erottaisi lauseeseen johtavan pohdinnan itse lauseesta. Koko oppimateriaalissa pyrit-
tiin erottamaan pohdinnat ja niistd seuraavat lauseet toisistaan, jotta pohdinnan vastaus
ei olisi ndkyvissd vélittdmasti pohdinnan jalkeen.

Seuraavaksi esitetddn kulmanpuolittajalause A. 11 sekéd sen todistus.

Pohdinta A.12 perustuu kulmanpuolittajalauseeseen ja siind opiskelijan on tarkoitus
arvioida kriittisesti kahta ratkaisua samaan tehtdvaan. Tavoitteena on, ettd han huo-
maa geometriatehtdvaa ratkaistaessa piirtdmisen tarkeyden ja lisdksi sen, ettd kulman-
puolittajalauseen kaavassa esiintyvdd verrantoa voidaan kdyttdd useammalla tavalla
kirjoitettuna muttei milld tavalla vaan. Pohdinnan b)-kohdan ratkaisutapa on oikein,
joten se toimii myo6s malliesimerkkind tdhdn aiheeseen.

2.2.3 Mediaanien leikkauspiste

Alaluvun Kolmion merkilliset pisteet kappaleessa Mediaanien leikkauspiste kdydaan lapi
kolmion mediaaneihin ja niiden leikkauspisteeseen liittyvit kasitteet ja ominaisuudet.

Kappale alkaa pohdinnalla A.13, jonka tarkoituksena on johdatella opiskelijoita kol-
mion keskijanan kisitteeseen sekd keskijanojen leikkauspisteen ominaisuuksiin tutki-
van oppimisen avulla. Pohdinnan alussa kerrotaan, mitd tarkoittaa painopiste, joka
on my0s valmiiksi merkitty kolmioon. Opiskelijoiden on tarkoitus saada selville kdyt-
tamalla GeoGebran applettia, ettd painopiste sijaitsee kolmen mediaanin leikkauspis-
teessd ja lisdksi, ettd se jakaa kunkin mediaanin suhteessa 2 : 1 kolmion kérjestd lukien.
Mediaanin eli keskijanan kasite madritelldadn vasta jalkikédteen, ja pohdinnassa riittds,
jos opiskelija huomaa, ettd kolmion karjestd lahtevé ja painopisteen kautta kulkeva jana
puolittaa vastakkaisen sivun.

Kun painopisteen ominaisuuksiin liittyvdt havainnot on jo tehty, lausutaan ne lauseen
muodossa. Tdssd tapauksessa todistus on kuitenkin sivuutettava, silld se vaatii yliméaa-
rdisid ja opiskelijoille tuntemattomia tietoja.

Mallitehtdvassd A.15 kootaan yhteen ja sovelletaan erityistapauksessa kolmion mer-
killisiin pisteisiin liittyvat ominaisuudet. Tadhdn mallitehtdvadn liittyy aikaisempi poh-
dinta A.10, jossa tehtdavana oli keksid sellainen kolmio, jossa kaksi merkillistd pistetta —
keskinormaalien ja kulmanpuolittajien leikkauspisteet — yhtyy. Ne opiskelijat, jotka ka-
vivit lapi pohdinnan A.10, selvittivit jo, ett & kyseinen kolmio on tasasivuinen. Tdamén
mallitehtdvan ratkaisemiseksi on otettava huomion my6s kolmas merkillinen piste eli
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mediaanien leikkauspiste. Mallitehtdava on sen verran tehty hankalammaksi, ettd siina
opetellaan laskemaan yleisesti muuttujilla eikd konkreettisilla lukuarvoilla.

2.3 Ympyrdan liittyvien suorien geometria
2.3.1 Ympyran tangentti

Alaluvun Ympyriin liittyvien suorien geometria kappaleessa Ympyriin tangentti tutustu-
taan ympyrén ja suoran keskindisiin suhteisiin sekd tangentin ominaisuuksiin. Lisdksi
kdydaan lapi ulkopuolisesta pisteestd ympyrélle piirrettyihin tangentteihin liittyvat
ominaisuudet ja ndkemiskulman késitteen.

Tangentin kasitteeseen johdattelu aloitetaan pohdintatehtdavalla A.16, jonka kyndlla
ja paperilla tehtdva versio eroaa jokseenkin dynaamisen matematiikkaohjelman avul-
la tehtdvéstd versiosta. Molempien tapauksessa opiskelijan on tarkoitus tutkia, miten
ympyran kehilld olevan pisteen kautta kulkeva suoran ja samaan kehélld olevaan pis-
teeseen piirretyn sdteen vilinen kulma vaikuttaa ympyranja suoran yhteisten pisteiden
lukumédaraan. Tavoitteena on, ettd opiskelija huomaa, ettd silloin, kun kyseinen kulma
on suorakulma, yhteisten pisteiden lukumdéra on yksi eli suora sivuaa ympyrdd. Kun
taas kulman arvo on eri kuin 90°, ympyralld ja suoralla on aina kaksi yhteistd pistetta
eli suora on ympyrdn sekantti. GeoGebraa kdyttden tutkimalla voi olla hieman haas-
tavampaa huomata suoran kulman ja yhden yhteisen pisteen yhteyttd, eli opiskelijan
on oltava tarkkaavaisempi kuin siind tapauksessa, ettd han piirtdisi paperille valmiiksi
suoran kulman kehélld olevaan pisteeseen.

Kun ympyréan yhdessé tai kahdessa pisteessd leikkaava suora on jo tutkittu, méaaritel-
ladn sen pohjalta tangentin kisite ja lausutaan pohdinnassa tehty havainto lauseena
(A.17), jonka mukaan ympyrdd yhdessd pisteessd sivuava suora on aina kohtisuoras-
sa sivuamispisteeseen piirrettyd sidettd vastaan. Tamédn lauseen todistus sivutetaan
hankaluutensa vuoksi.

Kun tangentin kisite on jo maédritelty ja sen ominaisuudet ovat tiedossa, jatketaan
tutkimalla ulkopuolisesta pisteestd ympyrille piirrettaviin tangentteihin liittyvia omi-
naisuuksia pohdinnassa A.18. Opiskelijan on tarkoitus havaita, ettd ulkopuolisesta
pisteestd voidaan piirtdd aina kaksi tangenttia ympyrille ja ettd tangenttien muodosta-
man kulman ja vastaavan keskuskulman summa on aina 180°. Hanen tulisi liséksi tehda
havainto tangenttijanojen pituuksiin liittyen. Opiskelijan tulee perustella havaintonsa
deduktiivisesti padttelemélld noudattaen oikeita matemaattisia kaytantoja.

Ennen kuin muodostetaan méaritelma ja lauseet edellisessd pohdinnassa tehtyjen ha-
vaintojen perusteella, opiskelijat voivat kdyda lapi my6s pohdinnan A.19, joka on tar-
koitettu 1dhinnd eriyttdmiseen. Siind heidédn tulee piirtdd kaikki mahdolliset tangentit
kahdelle toisiaan leikkaamattomalle ympyrille, joista kumpikaan ei ole toisen sisds-
sd. GeoGebran tyokaluja kdyttden tdméd toimenpide onnistuu helposti. Opiskelijoiden
on lisdksi pohdittava, mita tarkoittaa se, ettd kaksi ympyrdd nayttaa yhtd suurelta jos-
tain pisteestd katsottuna ja miten tima liittyy ympyroiden yhteisiin tangentteihin. Tés-
td hankalammasta aspektista johtuen pohdinta on tarkoitettu ylospédin eriyttimiseen
ylospdin.
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Pohdinnassa A.18 tehtyjen havaintojen nojalla méaritellddn seuraavaksi kahden tan-
genttisuoran muodostaman tangenttikulman eli ndkemiskulman késite. Viimeistaan
tdssd vaiheessa opiskelijan olisi tarkoitus ymmartdd, ettd ympyrdn / pallon suuruus
jostain pisteestd katsottuna liittyy tangenttikulmaan, joka muodostuu siitd pisteestd
ympyrdd/palloa katsottaessa. Asian selkeyttdmistd varten esimerkissd A.20 esitetddn
Kuun ndkemiskulma Maapallon pinnalla olevasta pisteestd katsottuna.

Lauseissa A.21ja A.22 lausutaan pohdinnassa A.18 tehdyt havainnot, jotka implikoivat,
ettd tangenttikulman ja sitd vastaavan keskuskulman summa on 180° sekd tangentti-
kulman kyljet mitattuina kérjestd sivuamispisteisiin ovat yhtd pitkdt. Koska ndiden
lauseiden todistaminen tapahtuu helposti kdyttaimallda apuna yhtenevid kolmioita, ne
jatetddn harjoitustehtédviksi. Tassd oppimateriaalissa suurin osa lauseiden todistuksista
ja harjoitustehtédvissa esiintyvistd todistuksista onnistuu yhtenevien tai yhdenmuotois-
ten kolmioiden avulla. Jos oppilas tajuaa kokeilla samaa menetelmé&a samankaltaisessa
tilanteessa, niin {Habits of mind -tavoitteissa esitetty {oppilaan tulisi olla sdannénmu-
kaisuuksien etsijd -tavoite toteutuu.

Kappaleen lopuksi mallitehtdvassd A.23 on esitetty laskuesimerkki tangenttikulmaan
liittyen. Siind lasketaan etdisyyttd kahden pallon/ympyrédn yhtd suurten ndkemiskul-
mien pohjalta. Niin kuin tdhdnkin asti jokaisen aihepiirin tapauksessa, esimerkkilas-
kuihin ja -todistuksiin tutustuminen katsotaan tarkeédksi ehdoksi opiskelijan tehokasta
oppimista tavoiteltaessa.

2.3.2 Kehikulma

Alaluvun Ympyridn liittyvien suorien geometria kappaleessa Kehikulma tutustutaan ke-
hdkulman kisitteeseen ja kdydadn lapi keskuskulman ja kehdkulman keskindiseen
suhteeseen liittyvdt ominaisuudet.

Tama kappale aloitetaan poikkeuksellisesti suoraan kehdkulman mééaritelmalld, jonka
jilkeen pohdinnassa A.24 opiskelijan tulee havaita samaa ympyréan kaarta vastaavien
keha- ja keskuskulman suuruuksien vilinen yhteys. Pohdinnan kohta a) on tarkoitettu
tutkittavaksi vain GeoGebran avulla, silléd siind on seurattava kulmien astelukuja. Koh-
dassa b) opiskelijan on tarkoitus kdyttda kohdan a) havaintoa ja paételld, ettd ympyran
kehdn useaan eri kohtaan piirretyt kehdkulmat ovat yhtad suuret, jos niitd vastaa sa-
maa keskuskulma. Kohdassa c) opiskelija tarkistaa kohdassa b) tehdyt johtopadatokset
GeoGebran appletin avulla.

Heti seuraavaksi pohdinnassa A.25 tutkitaan kehdkulman erityistapausta, jossa keha-
kulma sisdltyy puoliympyrdan. Tarkoituksena on, ettd opiskelija ensin péattelee laske-
malla edellisten havaintojen pohjalta kehdkulman olevan suora kulma ja sen jdlkeen
tarkistaa tuloksen mittaamalla kulman. Tama pohdinta ei siis toimi tutkivana oppimi-
sena, vaan siind ensin padtellddn ja sen jdlkeen tarkistetaan niin kuin De Villiers (1998)
ehdotti, ettd todistamisen rakenteen tulisi ollakin [1].

Mallitehtavan A.26 tarkoituksena on kehi- ja keskuskulmaan liittyvan laskumenetel-
man mallintamisen [13] lisdksi vahvistaa opiskelijan tietoisuutta siitd, ettd yksittdisia
havaintoja ei voida kayttda yleisind totuuksina ennen kuin ne todistetaan [22], [19], [3],
[1]. Koska mallitehtdva on heti pohdintojen jdlkeen ja ennen aiheeseen liittyvien lausei-
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den todistuksia, tehtdvéassa esiintyvan kahden kehdkulman suuruus on laskettava eika
niitd voida péaatelld pelkkien keskuskulmien suuruuksista.

Ennen kyseisten lauseiden lausumista ja todistamista otetaan mukaan vield yksi poh-
dinta (A.27), joka on tarkoitettu eriyttimiseen. Siind nopeammat opiskelijat voivat ke-
hdkulman suuruutta kdyttamalla miettid ehdon sille, ettd nelikulmio on jannekulmio.
GeoGebran appletista on tdhdn tehtdvadn apua.

Kun kaikki aiheeseen liittyvat havainnot on tehty, lausutaan ja todistetaan niihin liit-
tyvidt kolme lausetta, joiden mukaan kehdkulma on puolet samaa kaarta vastaavasta
keskuskulmasta (A.28), samaa kaarta vastaavat kehdkulmat ovat yhta suuret (A.29) ja
puoliympyréan sisdltdmé kehdkulma on suora (A.30).

Mallitehtdavan A.31 tarkoituksena on syventdd opiskelijan ymmarrystd kehd- ja keskus-
kulmaan liittyvistd laskutavoista. Lisdksi tehtdvassa paatelladan ehto sille, ettd nelikul-
mion ympadri voidaan piirtdd ympyrd, eli tdméa mallitehtdva on yhteydessa eriyttivdan
pohdintaan A.27. Mallitehtavastd kdy ilmi myos, ettd lauseen todistamisen jdlkeen ke-
hdkulman suuruus voidaan ilmoittaa suoraan vastaavan kaaren asteluvun puolikkaa-
na.

Kappale sisdltdd lopuksi vield kaksi pohdintaa. Niistd ensimmadinen (A.32) on "etsi
virhe ja korjaa-tehtdva. Sen tarkoituksena on, ettd opiskelija oppii tarkastelemaan huo-
lellisesti, mikd on kehdkulmaa vastaava keskuskulma ja ympyran kaari. Tehtdvassa
on sekd vaarin ettd oikein paateltyjd kohtia, ja siten opiskelijalta vaaditaankin erityista
tarkkavaisuutta.

Viimeinen pohdinta A.33 liittyy puoliympyrén sisdltimédan kehdkulmaan ja siind opis-
kelijan pitdd arvioida kriittisesti kiytinnon ongelmaan esitettya vaillinaista ratkaisueh-
dotusta sekd jatkaa sitd johdonmukaisesti.

Kappaleen viimeisen esimerkin tarkoituksena on korostaa 90-asteisen kehdkulman
ominaisuutta, joka tuli jo esille pohdinnan A.33 ratkaisun yhteydessa ja joka impli-
koi, ettd yhdistamalla 90-asteisen kehdkulman kylkien erilliset pédétepisteet saadaan
ympyran halkaisija. Vertailun vuoksi esitetddn myos kehdkulma, jonka suuruus on eri
kuin 90°. Yhdistamalla tallaisen kulman kylkien erilliset pddtepisteet saadaan ympyréan
janne eikd halkaisijaa.
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3 Opettajan opas

Téama tasogeometrian aihealue soveltuu hyvin tutkivan oppimisen mallin kdyttoon.
Opiskelija voi rakentaa itse uutta tietoa kokeilemalla, havaitsemalla ja perustelemal-
la havaintonsa todeksi loogisesti paattelemalld. Pohdintatehtdvissd tehdyt havainnot
lausutaan lauseina seké todistetaan. Osa lauseista on jatetty opiskelijoille todistettavik-
si harjoitustehtdvind. Opiskelija ohjataan tutkimustyonsd aikana muutamilla tarkkaan
mietityilld kysymyksilld vastauksen 10ytdmiseen, mutta hdn voi yhtda hyvin kayttaa
omia ratkaisumenetelmidan. Tutkivan oppimisen mukainen sosiaalinen ulottuvuus to-
teutuu, kun opiskelija tutkii aihetta parityond, ja parit esittdvat pohdintojensa tuloksia
koko ryhmiéille.

Opettajan opas sisaltdd ajankdyttosuunnitelman, kappaleiden tarkeimmait tavoitteet ja
vinkkejad oppikirjassa esiintyvien pohdintatehtdvien késittelyyn oppitunnilla.

Pohdintatehtdvien osalta esitetddn niiden opetukselliset tavoitteet, oikeat ratkaisut seka
eriyttdmisen ja oppimismenetelmiin liittyvat mahdollisuudet. Pohdintatehtdvit on tar-
koitus tehda teknisid apuvilineitd kdyttden kuten matematiikkaohjelmalla GeoGebra,
mutta niitd voi tarvittaessa ratkaista perinteisin keinoin viivoitinta, harppia ja piirto-
kolmiota apuna kayttdaen. Osa pohdintatehtdvistd on tarkoitettu eriyttimiseen ja niita
voi jattdd opetuksesta kokonaan pois; tdima jdd opettajan harkittavaksi kdytettdavissa
olevan ajan ja oppilaiden osaamistason huomioon ottaen. Pohdintatehtdvit on tarkoi-
tettu parityohon. Pohdintatehtdvien ratkaisut on suositeltavaa kdyda yhteisesti lapi,
jotta oppilaille ei jdisi vddrid kasityksia.

3.1 Tuntijako

Ajankdyttosuunnitelma on laadittu 45 minuutin oppitunneille ja se on vain suuntaa-
antava.

1 x 45 min Keskinormaalien- ja kulmanpuolittajien leikkauspiste

¢ 1 x 45 min Kulmanpuolittajalause ja mediaanien leikkauspiste

1 X 45 min Ympyrdn tangentti

1 X 45 min Kehidkulma

3.2 Kolmion merkilliset pisteet
Téamaén alaluvun tavoitteena on, ettd opiskelija

e oppii uutta asiaa tutkimalla, 16ytamalld itse ratkaisut ongelmatilanteisiin

e ymmartdd, mitd merkitystd on kahdesta, kolmesta, neljdstd pisteestd yhtd kaukana
olevien pisteiden joukolla
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e ymmartdd, mitd merkitystd on kahdesta, kolmesta, neljastd suorasta yhta kaukana
olevien pisteiden joukolla

e ymmartdd kolmion painopisteen ja mediaanien yhteyden
e oppii, miten edelld mainitut pistejoukot kohtaavat toisensa kolmiossa

e osaa yhdistdd kolmion merkillisid pisteitd kolmion ja ympyran keskindisiin suh-
teisiin

e oppii kolmion kulmanpuolittajiin liittyvid eri ominaisuuksia

e oppii analysoimaan kriittisesti valmiita ratkaisuja

Pohdinta A.1

Pohdinnat A.1 ja A.5 voidaan jakaa yhtd aikaa tehtdvidksi opiskelijapareille. Toiset
parit ratkaisevat pohdinnan A.1 ja toiset pohdinnan A.5. Lopuksi esitetidn molempien
pohdintatehtavien ratkaisut luokalle.

Téassd pohdinnassa opiskelija tutustuu tutkimalla janan keskinormaalin késitteeseen,
vaikka sitd ei vield valttimatta mainita talla nimelld tassd vaiheessa. Lisdksi hanen olisi
tarkoitus havaita, ettd kolmion keskinormaalit kohtaavat samassa pisteessd, joka on
yhtd kaukana kolmion kaikista karkipisteista.

Tutkimus voidaan tehdd esimerkiksi seuraavasti: edetddn pistepareittain, eli ensin et-
sitddn pisteitd, jotka ovat yhta etdalld pisteistd A ja B, sitten pisteitd, jotka ovat yhta
etddlld esim. pisteistd B ja C. Yhdistdmalla kukin saatu pistejoukko paddytdan kahteen
suoraan. Tadssd vaiheessa opiskelijan pitdisi huomata, ettd suorat ovat kohtisuorassa
janoja AB ja BC vastaan ja my0s puolittavat niitd. Lisdksi opiskelijan olisi hyva hoksata,
ettd suorien leikkauspiste on yhtd kaukana kolmion kaikista karkipisteistd. Kolmannen
janan keskinormaali voidaan kayttaa tarkistamiseen: leikkaako se muut keskinormaalit
samassa pisteessi?

Jos tehtdvaa ratkaistaan perintesin keinoin, opiskelijaa voi ohjaistaa 16ytdméaan kah-
desta pisteestd yhtd kaukana olevia pisteitd esim. harpilla. Jos opiskelija kdyttdd Geo-
Gebraa, tehtdvan helpottamiseksi on merkitty applettiin joitakin pisteistd A ja B yhtd
kaukana olevia pisteitd. Opiskelijan on jatkossa tarkoitus hoksata, ettd muiden piste-
parien tapauksessa hdn joko kédyttdd suoraan janan keskinormaalin piirtotyokalua tai
16ytdd yhtd kaukana olevia pisteitd perinteisen menetelmén tapaan toisensa leikkaavia
samansdateisid ympyroitd piirtden.

Pohdinta A.2

Téaméa pohdinta on jatke pohdinnalle A.1 ja sen tarkoituksena on yhdistdd kolmion
keskinormaalien leikkauspiste kolmion ympéri piirretyn ympyran keskipisteeseen.

Kohdassa a) opiskelijan on tarkoitus lausua ddneen, mitd han on mahdollisesti havain-
nutjo pohdinnassa A.1 (tainyt viimein hoksata): ettd kolmion keskinormaalit kohtaavat
samassa pisteessa.

Kohdassa b) opiskelijan on tarkoitus yhdistda kolmion kérjistd yhta kaukana oleva piste
kolmion ympdri piirretyn ympyran keskipisteeseen. Tédtd varten opiskelija ohjataan
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piirtdimédan ympyré, jonka keskipisteend on keskinormaalien leikkauspiste ja sdteend
leikkauspisteen etdisyys kolmion karkipisteesta.

Pohdinta A.5

Pohdinnat A.5 ja A.1 voidaan jakaa yhtd aikaa tehtdvéksi opiskelijapareille. Toiset
parit ratkaisevat pohdinnan A.5 ja toiset pohdinnan A.1. Lopuksi esitetddn molempien
pohdintatehtdvien ratkaisut luokalle.

Téssd pohdinnassa opiskelija tutustuu tutkimalla kulmanpuolittajan késitteeseen, vaik-
ka siti ei vield valttamattd mainita tdlla nimella tdssd vaiheessa. Lisdksi hdnen olisi tar-
koitus havaita, ettd kolmion kulmanpuolittajat kohtaavat samassa pisteessd, joka on
yhtd kaukana kolmion kaikista sivuista.

Tutkimus voidaan tehdé esimerkiksi seuraavasti: edetddn sivupareittain eli ensin et-
sitddn pisteitd, jotka ovat yhtd etddlla kolmion sivuista AB ja AC, sitten pisteitd, jotka
ovat yhtd etdalld esim. sivuista AB ja BC. Yhdistamalld kukin saatu pistejoukko paady-
tdan kahteen suoraan. Tdssd vaiheessa opiskelijaa tarvittaessa ohjataan huomaamaan,
ettd suorat ovat kulmanpuolittajia. Lisdksi opiskelijan olisi hyva hoksata, ettd niiden
leikkauspiste on yhtd kaukana kolmion kaikista kolmesta sivusta. Tédtd varten opiskeli-
ja ohjataan piirtdimddn kulmanpuolittajien leikkauspisteestd kohtisuorat janat kolmion
kutakin sivua vastaan. Kolmannen kulman kulmanpuolittaja voidaan kayttda tarkista-
miseen: leikkaako se muut kulmanpuolittajat samassa pisteessa?

Jos tehtdvaa ratkaistaan perinteisin keinoin, opiskelijaa voi ohjata 16ytdaméaan kahdesta
janasta yhtéd kaukana olevia pisteitd harpilla. Jos opiskelija kdyttdd GeoGebraa, tehtavan
helpottamiseksi on merkitty applettiin joitakin sivuista AB ja AC yhtd kaukana olevia
pisteitd. Opiskelijan on jatkossa tarkoitus hoksata, ettd muiden sivuparien tapauksessa
hén joko kayttdd suoraan kulmanpuolittajan piirtotyokalua tai 16ytdd kahdesta sivus-
ta yhtd kaukana olevia pisteitd samanséteisid ja toisensa leikkaavia ympyrankaaria
piirtden.

Pohdinta A.6

Téaméa pohdinta on jatke pohdintaan A.5 ja sen tarkoituksena on yhdistdd kolmion
kulmanpuolittajien leikkauspiste kolmion sisdédn piirretyn ympyran keskipisteeseen.

Kohdassa a) opiskelijan on tarkoitus lausua ddneen, mitd hdn on mahdollisesti ha-
vainnut jo pohdinnassa A.5 (tai nyt viimein hoksata): ettd kolmion kulmanpuolittajat
kohtaavat samassa pisteessa.

Kohdassa b) on tarkoitus opiskelijan yhdistdd kolmion sivuista yhtd kaukana oleva
piste kolmion sisdédn piirretyn ympyrén keskipisteeseen. Tétd varten opiskelija ohjataan
piirtdimédan ympyré, jonka keskipisteend on kulmanpuolittajien leikkauspiste ja sdteend
leikkauspisteen etdisyys kolmion sivusta.

Pohdinta A.9

Tama pohdinta tehddan vain GeoGebran appletilla ja sen tarkoituksena on johdattaa
opiskelijaa kulmanpuolittajalauseeseen seuraamalla GeoGebraan merkittyjen janojen
suhteiden muutosta kolmion kérkipisteitd siirrettdessd. Tavoitteena on, ettd opiskelija
huomaa, mitkd ovat ne suhteet, joiden arvot ovat aina yhtd suuret keskendan. Tar-
koituksena on lisdksi, ettd hdn havaintojensa perusteella muodostaa ainakin yhden
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verrannon, joka esitetidn myohemmin kulmanpuolittajalauseessa.

Koska pohdinta ei vaadi opiskelijalta erityisempdd dlyllistd ponnistelua, se voidaan
jattdd pois opetusmateriaalista kokonaan. Esimerkiksi nopeammat opiskelijat voivat
tutustua siihen ja muodostaa itse kulmanpuolittajalauseen lausekkeen.

Pohdinta A.10

Tama pohdinta on tarkoitettu ldhinna eriyttimiseen ylospdinja se liittyy mallitehtdvaan
A.15.

Kohdassa a) opiskelijan pitdisi saada vastaukseksi tasasivuinen kolmio eikd ole muita
kolmiotyyppejd, joissa merkilliset pisteet yhtyisivét.

Kohdassa b) opiskelijan on perusteltava edellisen kohdan tulos. Perustelussa voi-
daan edetd niin, ettd piirretddn aluksi kulmanpuolittajat ja todistetaan, ettd ne ovat
samalla sivujen keskinormaalit. Todistus tapahtuu yhtenevien kolmioiden avulla sks-
yhtenevyyslausetta kdyttden: kulmanpuolittaja jakaa kolmion kahteen yhtenevaan osa-
kolmioon. Siitd seuraa, ettd kulmanpuolittaja puolittaa vastaisen sivun ja lisdksi leikkaa
sen 18- = 90° asteen kulmassa.

Perustelussa voidaan ldhted liikkeelle myos siitd, ettd yhdistetddan kolmion karki vas-
taisen sivun keskipisteeseen. Nyt sss-yhtenevyyslauseen nojalla osakolmiot ovat yh-
tenevit, mistd seuraa, ettd mediaani puolittaa kdrkikulman ja lisdksi leikkaa vastaisen

. 0
sivun 8% = 90° asteen kulmassa.

Pohdinta A.12

Pohdintatehtdvéan tarkoituksena on valmiin ratkaisun kriittinen arviointi. Virheen 16y-
tamisen ja korjaamisen lisdksi opiskelija kokee, ettd ongelmiin voi loytya erilaisia oikeita
ratkaisutapoja.

Pohdinnassa on esitetty kulmanpuolittajalauseeseen liittyva tehtdva ja sen kaksi erilais-
ta ratkaisua. Ensimmadinen ratkaisu on virheellinen ja opiskelijan on tarkoitus 16ytda
virhe ja selittdd, mistd se johtuu sekd laskea oikea vastaus. Toinen ratkaisumalli on
oikein, mutta se mahdollisesti poikkeaa opiskelijan ratkaisusta, sillda kulmanpuolittaja-
lauseen verranto on kirjoitettu eri muotoon. Tédssa tilanteessa opiskelijan pitdisi selittda,
miksi tdima erilainenkin ratkaisu kelpaa.

a) Nikon ratkaisussa verranto on kirjoitettu opitun kaavan mukaisesti oikein, mutta
sithen on sijoitettu termit véariin kohtiin. Virhe voi johtua muun muassa siitd, etta
Niko ei ole piirtdnyt kuvaa tilanteesta. Kuvan avulla hén olisi voinut huomata sivujen
oikean sijainnin (pidempi osa osista x ja y sijaitsee samalla puolella kuin pidempi sivu

sivuista a ja b). Sijoittaminen on siis oikein esimerkiksi muodossa == = jolloin
t b). Sijoitt k kik d X 8 11

x+3 127
saadaan vastaukseksi oikeat positiiviset luvut osien x ja y pituudeksi.

Téassd kohdassa on syytd korostaa opiskelijoille kuvan piirtdimisen tarkeyttd aina geo-
metriatehtdvid tehtdessa.

b) Eliaksen ratkaisu kelpaa, silld kulmanpuolittajalauseen verranto v = b voidaan
kirjoittaa ay = bx vélivaiheen kautta myds muotoon © = §
Pohdinta A.13

Pohdinnan tavoitteena on, ettd opiskelija havaitsee kolmion kéarkipisteestd ldhtevan
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ja painopisteen kautta kulkevan janan leikkaavan vastaisen sivun sen keskipisteessa.
Toisin sanoen hdanen on havaittava, ettd painopiste on keskijanojen leikkauspisteessd,
vaikka keskijanaa ei vield vélttamaittd tdllda nimelld mainita. Lisdksi tavoitteena olisi,
ettd opiskelija huomaa painopisteen jakavan mediaanin suhteessa 2 : 1 kérjesta lukien.

Applettiin on valmiiksi merkitty painopisteen lisdksi kolmion sivujen pituudet. Tavoit-
teena on, ettd opiskelija osaisi siitd pdatelld, ettd hdnen tulisi mitata muitakin kolmion
janojen pituuksia, jolloin esimerkiksi kolmion sivun keskipiste tulee esille. Opiskelijan
tulee laittaa myds mediaanien painopisteen jakamien osien pituudet nikyviin, jolloin
hénen olisi huomattava, ettd toinen osa on kaksi kertaa pitempi kuin toinen.

Pohdintatehtdvan voi suunnitella myos toiseen suuntaan: annetaan opiskelijalle teh-
tavaksi tutkia, miten kolmion mediaanit leikaavat toisensa ja mikd ominaisuus niiden
leikkauspisteelld on.

3.3 Ympyrdin liittyvien suorien geometria

Tamaén alaluvun tavoitteena on, ettd opiskelija oppii

uutta asiaa tutkimalla, 16ytamalld itse ratkaisut ongelmatilanteisiin

tangentin kédsitteen ja sen ominaisuudet

tangenttikulman eli ndkemiskulman késitteen

kehdkulman késitteen ja siihen liittyvat ominaisuudet

e puoliympyrin sisdltdmén kehdkulman kéasitteen

analysoimaan kriittisesti valmiita ratkaisuja

Pohdinta A.16

Pohdinnan tarkoituksena on johdattaa opiskelija havaitsemaan ympyréa sivuavan suo-
ran ominaisuus: ettd se on kohtisuorassa sivuamispisteeseen piirrettyd sddettd vastaan.
Tutkimisessa edetddn pdinvastaiseen suuntaan: ympyran kehille merkittyyn pisteeseen
piirretddn ensin sdde ja sitten suora, joka kulkee kyseisen pisteen kautta ja on kohtisuo-
rassa sddettd vastaan. Opiskelijan on tarkoitus havaita, ettd kohtisuoruudesta johtuen
suoralla ja ympyrélld on ainoastaan yksi yhteinen piste.

Seuraavaksi havaitaan, ettd mikéli ympyrédn kehilld olevan pisteen kautta kulkevan
suoran ja pisteeseen piirretyn sateen vilinen kulma on eri kuin 90°, ympyrailld ja suoralla
on kaksi yhteista pistetta.

GeoGebraa kéyttden tutkimus voidaan suorittaa myos eri tavalla. Applettiin on mer-
kitty piste A ympyran kehille, pisteeseen A on piirretty sdde sekd suora, joka kulkee
pisteen A kautta. Tarttumalla suoran pisteeseen P ja sen jdlkeen pyorittdmalld suoraa
pisteen A ympadri, opiskelijan on tarkoitus huomata, ettd suoralla ja ympyralld voi olla
yksi tai kaksi yhteistd pistettd. Tavoitteena on my®os, ettd opiskelija huomaa, ettd silloin,
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kun yhteisid pisteitd on yksi, eli suora sivuaa ympyrdd, suoran ja siteen muodosta-
ma kulma on suorakulma. Kahden yhteisen pisteen tapauksessa kulman arvo on jokin
muu kuin 90°.

Pohdinta A.18

Pohdinnan tavoitteena on johdatella opiskelija huomaamaan ympyran ulkopuolella
olevasta pisteestd ympyrille piirrettyjen tangenttien ominaisuudet. Piirtdmaélld mah-
dolliset kaksi tangenttia sekd sédteet niiden sivuamispisteisiin ympyran kehalld, opiske-
lijan on tarkoitus huomata, ettd tilld tavalla muodostuneen nelikulmion vastakkaisten
kulmien summa on 180°. Tdhan tulokseen pé&dstdan helposti, kun lasketaan yhteen
vastakkaisten suorien kulmien asteluvut (2 - 90° = 180°) ja saatu arvo vihennetddn ne-
likulmion kulmien summasta (360° — 180° = 180°). Lisédksi, yhdistamalld ulkopuolinen
piste ympyran keskipisteeseen, nelikulmio jakaantuu ssk-yhtenevyyslauseen nojalla
kahteen yhtenevaan kolmioon. Siitd johtuen ulkopuolisen pisteen ja sivuamispisteiden
valiset etdisyydet ovat yhtd suuret.

a) Kaksi tangenttia.
b) Muodostavat nelikulmion.
¢) Nelikulmion vastakkaisten kulmien summa on 180°.

d) Nelikulmiolla on kaksi sivuparia, joissa sivut ovat yhtd pitkét (toisen sivuparin
tapauksessa vierekkaiset sivut ovat ympyran séteitd).

e) Perustelu on esitetty ylempéana.

Pohdinta A.19

Téama pohdinta on tarkoitettu ldhinna eriyttdimiseen. Mallitehtdva A.22 perustuu poh-
dinnan havaintoihin, mutta mallitehtdvén voi ratkaista my®s suoraan ilman pohdinta-
tehtdvan lapikayntia.

Pohdinnan tavoitteena on piirtdd ympyrdille nelja yhteistd tangenttia. Opiskelijan on
tarkoitus hoksata, ettd nakokulmien yhtdsuuruus tietystd pisteestd tarkoittaa sitd, ettd
ympyrat ndyttavdat yhtd suurilta kyseisestd pisteestd. Tehtdvan ympyroiden tapauk-
sessa 10ytyy kaksi tdllaista pistettd: toinen ympyroiden vélistd ja toinen pienemman
ympyran toiselta puolelta tangenttiparien leikkauspisteiden kohdista.

Pohdinta A.24

Pohdintatehtdvéassa tutkitaan kehdkulman suuruutta vastaavaan keskuskulman suu-
ruuteen verrattuna. Tdmd on oppimateriaalin ainoa pohdintatehtdvé, joka on tarkoi-
tettu vain GeoGebralla tehtdavaksi, siitd syystd, ettd siind on seurattava eri kulmien
suuruuksia.

Kohdassa a) opiskelija piirtdd keskuskulman ja sitd vastaavan yhden kehdkulman seka
laittaa ndkyviin niiden asteluvut. Siirtdimallad pisteitd ympyrdn kehdd pitkin hdnen on
tarkoitus huomata, ettd kehdkulman suuruus on aina puolet vastaavan keskuskulman
suuruudesta.
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Kohdassa b) opiskelija pohtii annetun kuvan avulla, mitka ovat kehdkulmien suuruu-
det, kun yhden kehdkulman asteluku tunnetaan. Hanen on tarkoitus hoksata, ettd jos
eri kehdkulmia vastaa sama keskuskulma, niin kehdkulmien on oltava yhtd suuret.

Kohdassa c) on tarkoitus tarkistaa kohdan b) tulos GeoGebran avulla. Kohdan a) ym-
pyradn piirretddn vield yksi kehdkulma joka vastaa samaa keskuskulmaa, ja siirtdimalla
kylkien padtepisteet ympyran kehdd pitkin seurataan kehdkulmien suuruuksia.

Pohdinta A.25

Pohdinnan tavoitteena on, ettd edellisten havaintojensa pohjalta oppilas ensin pdatte-
lee puoliympyréan sisdltiméan kehdkulman olevan suora, sillé sitd vastaava keskuskul-
ma on oikokulma. Sen jdlkeen hdnen on tarkoitus tarkistaa tulosta joko mittaamalla
kulman suuruutta piirtokolmiolla tai GeoGebraa kdyttden. Kehdkulma sisdltyy puo-
liympyrdéan silloin, kun kulman kylkien erilliset padtepisteet ovat ympyran halkaisijan
pdaatepisteita.

Havaintojensa vahvistamiseksi opiskelijaa pyydetddn sijoittamaan useampia pisteitd
ympyran kehille ja mittaamaan kunkin puoliympyran sisdltiméan kehdkulman suu-
ruus. Mikéli havaintojen tekemiseksi kdytetddn GeoGebran applettia, jossa halkaisijan
padtepisteet on annettu, opiskelijan tehtdvana on sijoittaa yksi piste P ympyran kehille
ja seurata kehdkulman APB suuruutta siirtamalla pistettd P pitkin ympyran kehaa.

Pohdinta A.27

Tama pohdinta on tarkoitettu eriyttdmiseen. Pohdinnan tulos esiintyy mallitehtdavassa
A.29 todistettuna. Pohdinnan tavoitteena on, ettd opiskelija ymmartdd jannekulmion
vastakkaisten kulmien olevan ympyran kehdkulmia, jolloin niitd vastaavien ympyréan
kaarten astelukujen summa on ympyran koko kehi eli 360°. Koska keskuskulman aste-
luku on yhtd suuri kuin sitd vastaavan kaaren asteluku, ja kehdkulman asteluku puolet
vastaavan keskuskulman asteluvusta, saadaan vastakkaisten kehdkulmien yhteissuu-
ruudeksi ¥ = 180°. Opiskelijan on tarkoitus ymmartdd timén olevan ehto sille, ettd

nelikulmion ympéri voidaan piirtdd ympyra.

Pohdinta A.32

Pohdinnan tarkoituksena on analysoida kriittisesti annettua ratkaisua. Valmiin ratkai-
sun virheellisyys johtuu siitd, ettd kehdkulmaa a vastaavan keskuskulman suuruus ei
ole 130° vaan 360° — 130° = 230°. T4std saadaan kehdkulman o suuruudeksi Z* = 115°.

Téassa kohti on syyta korostaa opiskelijoille, ettd toisiaan vastaava kehé- ja keskuskul-
mapari l0ydetddn etsimédlld ympyran kehésté kaari, joka vastaa molempia kulmia.

Kehdkulman g asteluku on laskettu oikein.
Pohdinta A.33

Pohdinta on kdytannon esimerkki puoliympyrén sisdltdamastd kehdkulmasta. Siind pi-
tad arvioida valmista ratkaisusuunnitelmaa seka jatkaa sitd sopivalla tavalla.

Pohdinnassa esitetty suunnitelma on oikein. Muodostamalla suora kulma kehdkul-
maksi ympyrddn ja yhdistamalla kulman kylkien ympyréan kehélla olevat erilliset paa-
tepisteet A ja B saadaan aikaan ympyrén halkaisija. Ympyran keskipiste 16ytyy helposti
halkaisijan keskipisteena.
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Halkaisijan pituus voidaan laskea Pythagoraan lauseen avulla ja sen arvo on AC =
9,86... m, mistd sdteen arvo on R = 4,93... m. Ympyran pinta-alaksi saadaan ~ 76,4 m?
ja ympéarysmitaksi ~ 31 m.

Suunnitelmaan sisdltyy virhemahdollisuus siind mielessd, ettd alkupisteestd A ei voi
lahted kdvelemddn ihan mielivaltaiseen suuntaan. Jos sattumalta reitti kulkee ympy-
ran halkaisijaa pitkin, niin kddntymalld pisteestd B 90° astetta, reitti jatkuu ympyréan
ulkopuolella tangenttia pitkin, eikd piste C 16ydy.
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A Tasogeometria

A.1 Kolmion merkilliset pisteet

Kolmioon liittyvid tiettyjd pisteitd sanotaan merkillisiksi, silld kolmiolla on erityisia
ominaisuuksia ndiden pisteiden suhteen. Jatkossa pyritddn selvittdmaddn tutkimalla
kyseisten pisteiden erityiset ominaisuudet.

A11 Keskinormaalien leikkauspiste

Pohdinta A.1 Pohjapiirrokseen on merkitty kolme taloa A, B ja C. Alueelle aiotaan
rakentaa leikkipuisto siten, ettd se sijaitsee yhtd kaukana kaikista kolmesta talos-
ta. Auta suunnittelutydssa ja 16yda piirtamalld leikkipuiston rakennuspaikka. Voit
edetd esimerkiksi tdlla tavalla:

a) Yhdistd janalla pisteet A ja B. Merkitse piirrokseen muutamia pisteitd, jotka ovat
yhtd kaukana pisteistd A ja B. Tutki, mitd ominaisuuksia on kdyralld, jonka yhta
etddlld olevat pisteet ndyttavat muodostavan. Selitd ja perustele havaintosi.

b) Sovella kohdassa a) saatu tieto kuvan muihin talopareihin ja ratkaise ongelma.

k,"h\') r __‘} .C
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B
°
D
o
f""\‘
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Asiaa voi tutkia parhaiten GeoGebran appletilla osoitteesta

https://www.geogebra.org/m/hJV8TGVZ.

30



Maairitelma: Suoraa, joka kulkee janan keskipisteen kautta ja on kohtisuorassa janaa
vastaan, sanotaan janan keskinormaaliksi.

Ympyrad, joka kulkee kolmion kaikkien karkien kaut-
ta, sanotaan kolmion ympiiri piirretyksi ympyriksi.

Pohdinta A.2 a) Missd, pohdintatehtdvastda A.1 tekemiesi havaintojen perusteella,
kolmion keskinormaalit leikkaavat?

b) Miten pohdintatehtdvassa A.1 1oytamadsi piste, joka sijaitsee yhtd kaukana kol-
mion kérkipisteistd, liittyy kolmion ympéri piirrettyyn ympyraan?

Pohdintatehtdvassa A.1 havaittiin, ettd janan keskinormaali muodostuu pisteistd, jotka
ovat yhtd kaukana janan pédatepisteistd. Havainnosta muodostetaan lause ja todistetaan

se.

Lause A.3 Piste on janan keskinormaalilla tdsmadlleen silloin, kun se on yhta etaalla
janan paatepisteista.

Todistus. Lauseessa oleva ilmaisu tismiilleen silloin tarkoittaa sitd, ettd paattely on suo-
ritettava molempiin suuntiin.

(i) Osoitetaan ensin, ettd jos piste P on yhtd kaukana janan AB pédédtepisteistd, se on
janan AB keskinormaalilla.
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Merkitdaan janan AB keskipiste kirjaimella K. Nyt kolmiot AKP ja BKP ovat yhte-
nevit, silld kolmioiden vastinsivut ovat yhtd suuret: PA = PB, AK = KB ja PK on
yhteinen. Kolmioiden yhtenevyydesté seuraa, ettd niiden vastinkulmat ova yhta
suuret, erityisesti Z AKP = / BKP.

Lisdksi £ AKP + £ BKP = 180°, joten on oltava £ AKP = £ BKP = 90°.
Jana PK on tdten janan AB sekd puolittaja ettd sen normaali eli janan keskinor-
maali. Piste P on siis janan AB keskinormaalilla.

(ii) Seuraavaksi osoitetaan, ettd vdite pdtee my0s toiseen suuntaan: jos piste P on
janan AB keskinormaalilla, se on yhtd kaukana janan AB pdétepisteista.

Nytjanan AB keskinormaali on PK. Kolmiot AKP ja BKP ovat yhtenevit, sillda AK =
BK, /AKP = £BKP = 9(0° ja sivu PK on yhteinen. Kolmioiden yhtenevyydesta
seuraa, ettd niiden kaikki vastinsivut ovat yhté suuret, erityisesti PA = PB. Piste
P on siis yhtd kaukana janan AB péétepisteista.

O

Pohdintatehtdvien A.1 ja A.2 havaintojen nojalla voidaan muodostaa kolmion keski-
normaaleille seuraava lause. Lauseen todistus jda harjoitustehtavaksi.

Lause A.4 Kolmion sivujen keskinormaalit leikkaavat toisensa samassa pisteessd,
ja tdmd piste on kolmion ympari piirretyn ympyran keskipiste.

e
N

A.1.2 Kulmanpuolittajien leikkauspiste

Pohdinta A.5 Pohjapiirrokseen on merkitty kolme kyldd A, B ja C sekd niiden vali-
set suorat tiet. Alueelle aiotaan rakentaa supermarketti siten, ettd se sijaitsee yhta
kaukana kylid yhdistavista teistd. Auta suunnittelutyossa ja 1oyda piirtamalla su-
permarketin rakennuspaikka. Voit edetad esimerkiksi néin:
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a) Merkitse ensin piirrokseen muutamia pisteitd, jotka ovat yhtd kaukana teista
AB ja AC. Tutki, mitd ominaisuuksia on kdyralld, jonka yhta etddlld olevat pisteet
ndyttdvat muodostavan. Selitd ja perustele havaintosi.

b) Sovella kohdassa a) saatu tieto kuvan muihin tiepareihin ja ratkaise ongelma.

Asiaa voi tutkia parhaiten GeoGebran appletilla osoitteesta

https://www.geogebra.org/m/YKjcGXdy.

Maairitelma: Suoraa, joka jakaa kulman kahteen yhtd suureen osaan, sanotaan kul-
man kulmanpuolittajaksi.

Ympyrad, joka sivuaa kolmion kaikkia sivuja, sano-
taan kolmion sisdin piirretyksi ympyriksi.

Pohdinta A.6 a) Missd, pohdintatehtdvastd A.5 tekemiesi havaintojen perusteella,
kolmion kulmanpuolittajat leikkaavat?

b) Miten pohdintatehtdvédssda A.5 10ytdmaisi piste, joka sijaitsee yhtd kaukana kol-
mion kaikista sivuista, liittyy kolmion sisddn piirrettyyn ympyrdaan?
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Pohdintatehtdvassa A.5 havaittiin, ettd kulmanpuolittaja muodostuu pisteistd, jot-
ka ovat yhtd etddllda kulman molemmista kyljistd. Havainnosta muodostetaan lause.
Lauseen todistus on harjoitustehtavana.

Lause A.7 Piste on kulman kulmanpuolittajalla tdsmalleen silloin, kun se on yhta
etadlla kulman kyljista.

Pohdintatehtdvien A.5ja A.6 havaintojen nojalla voidaan muodostaa kolmion kulman-
puolittajille seuraava lause.

Lause A.8 Kolmion kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessd, ja tima
piste on kolmion sisddn piirretyn ympyran keskipiste.

Todistus. Merkitddn kolmion kulmien « ja g kulmanpuolittajien leikkauspiste kirjaimel-
la O.

Koska piste O on kulman a kulmanpuolittajalla, se on yhtd etdalld sivuilta AB ja AC.
Piste O on my6s kulman g kulmanpuolittajalla eli se on yhta etddlld sivuilta AB ja
BC. Niin ollen piste O on yhté etddlld sivuilta AC ja BC, eli se on myds kulman y
kulmanpuolittajalla. Kolmion kaikilla kulmanpuolittajilla on siis yhteisend pisteend
piste O, toisin sanoen ne leikkaavat toisensa samassa pisteessa.
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Piirretddn normaalit kulmanpuolittajien leikkauspisteestd O kolmion kullekin sivulle.
Nyt normaalijanojen pituudet ovat yhtéd suuret ja merkitdan ne kirjaimella r. Piirretdan
ympyré, jonka keskipiste on O ja sdde r. Ympyréd sivuaa kolmion kaikkia sivuja, silld
ympyran sdteet ovat kohtisuorassa kolmion sivuja vastaan. Nédin ollen kulmanpuolit-
tajien leikkauspiste on kolmion sisdédn piirretyn ympyran keskipiste. O

Pohdinta A.9 Tutki GeoGebran appletilla, mitd sédnnénmukaisuutta huomaat kol-
mion kulmanpuolittajaan liittyen. Siirrd kolmion karkipisteitd A, B ja C ja seuraa
applettiin merkittyjen janojen pituuksien suhteita. Kirjoita ylos havaintosi. Appletti
16ytyy osoitteesta

https://www.geogebra.org/m/nusGdBP5.

Pohdinta A.10 Miettikdad parity0ssd seuraavaa ongelmaa. Ratkaisun 16ytamiseksi
voitte kdyttdd myos GeoGebraa.

a) Keksikda sellainen kolmio, jossa keskinormaalien leikkauspiste yhtyy kulman-
puolittajien leikkauspisteeseen. Minka tyyppisestd kolmiosta on kyse? Onko useam-
piakin kolmiotyyppejd, joissa kyseiset merkilliset pisteet yhtyvit?

b) Perustele parillesi, miksi keksiméssdanne kolmiossa keskinormaalien leikkauspis-
te yhtyy kulmanpuolittajien leikkauspisteeseen. Perustelitteko kumpikin samalla
tavalla?

Kolmion kulmanpuolittajille on voimassa seuraava lause.

Lause A.11 (Kulmanpuolittajalause) Kolmion kulmanpuolittaja jakaa vastaisen si-
vun viereisten sivujen suhteessa.

<= IR
SRS

Todistus. Kolmion kulman ACB kulmanpuolittaja leikkaa vastaisen sivun pisteessd D.
Merkitddn kérjestd C sivulle AB piirretty korkeusjana kirjaimella / ja pisteestd D si-
vulle CA piirretty korkeusjana k. Koska piste D on kulman ACB kulmanpuolittajalla,
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on se yhtd kaukana kulman kyljistd CA ja CB, joten pisteestd D sivulle CB piirretty
korkeusjana on my®s k.

Muodostetaan kolmion BCD pinta-
alan lauseke kahdella eri tavalla:

1xh = lak, mistd saadaan xh = ak.
Muodostetaan myo6s kolmion ACD
pinta-alan lauseke kahdella eri taval-
la:

1yh = 1bk, mistd saadaan yh = bk.

Jakamalla puolittain yhtdlo xh = ak yhtalolld yh = bk saadaan ;—Z = % eli v = b O

Pohdinta A.12 a) Tutki Nikon ratkaisua. Etsi mahdolliset virheet ja selitd, mistd ne
johtuvat.

b) Korjaa Nikon ratkaisun virheet ja laske, miké tehtdvan vastauksen tulisi olla.
c) Vertaa ratkaisuasi Eliaksen ratkaisuun ja selitd Eliaksen ratkaisun kelpoisuutta.

Kolmion eriis kulmanpuolittaja jakaa vastaisen sivun osiin, joista toinen on kolme pituusyk-
sikkoi pitempi kuin toinen. Kolmion muiden sivujen pituudet ovat 8 ja 12 pituusyksikkod.
Kuinka pitki on kulmanpuolittajan jakama kolmion sivu? Enti kuinka pitkit sen osat ovat?

a) Nikon ratkaisu

X a
y b
x 12
x+3 8
8x =12(x + 3)
8x =12x + 36
—4x =36
x=-9
y==9+3=-6
b) Eliaksen ratkaisu
8§ 12
vy x
8 12
x-3 x
8x =12(x — 3)
8 N 8x = 12x — 36
—4x = -36
y=x3 : x=9
y=9-3=6
36 x+y=9+6=15

Vastaus: Kolmannen sivun pituus on 15 pituusyksik-
kod ja sen osien pituudet ovat 6 ja 9 pituusyksikkoa.



A.1.3 Mediaanien leikkauspiste

Pohdinta A.13 Kuvaan on merkitty kolmio ja sen painopiste. Painopisteelle on omi-
naista, ettd tukemalla tasapaksuista yhtendistd tasokuviota sen painopisteestddn,
kuvio asettuu vaakatasoon.

Tutki yhdistamalld kolmion kérkipisteet painopisteeseen ja jatkamalla janoja vas-
takkaisiin sivuihin, missd kolmion painopiste sijaitsee. Tutki my®6s, miten painopiste
jakaa kyseisid janoja.

Asiaa voi tutkia parhaiten GeoGebran appletilla osoitteesta

https://www.geogebra.org/m/NMw8AS86r.

Maiairitelma: Janan keskipiste on janalla sijaitseva jakopiste, joka jakaa janan kahteen
yhtd pitkddn osaan.

Janaa, joka yhdistdd kolmion kédrjen sen vastaisen sivun keskipisteeseen, sanotaan
mediaaniksi tai keskijanaksi.

Lause A.14 (Mediaanilause) Kolmion mediaanit leikkaavat toisensa samassa pis-
teessa.

Mediaanien leikkauspiste eli painopiste jakaa jokaisen mediaanin suhteessa 2:1
kolmion kérjesté lukien.
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Lauseen todistus tasogeometrisin keinoin sivuutetaan, silld se vaatisi lisétietoja.
Lauseen todistus onnistuu vektorikurssilla.

Mallitehtava A.15 Tasasivuisen kolmion ympadri piirretyn ympyran siateen pituus
on R. Mééritd kolmion sisddn piiretyn ympyran sdteen sekd kolmion sivun pituus.

Ratkaisu:

C
Merkitdan kolmion sisddn piirre-
tyn ympyran sdde kirjaimella rja
R kolmion sivun pituus kirjaimella
a.
Kolmion kérkikulman C = 60°
G O kulmanpuolittaja leikkaa vas-
‘ takkaisen sivun pisteessd K. Kol-
r miosta ACK nyt voidaan laskea
kulman K suuruudeksi 180° —
A f K f B 60° — 30° = 90°, eli kulmanpuo-
A littaja CK on kohtisuorassa sivua
AB vastaan.

Koska kolmioissa ACK ja BCK on voimassa AC = BC = a, /ACK = /BCK = 30° ja
lisdksi sivu CK on yhteinen, niin kolmiot ACK ja BCK ovat yhtenevit. Tadstd seuraa,
ettd AK = BK, eli kulmanpuolittaja CK on samalla sivun AB sekd mediaani ettd
keskinormaali. Sama pitee my0s kantakulmien kulmanpuolittajiin.

Néin ollen tasasivuisessa kolmiossa kulmanpuolittajat ja niiden leikkauspiste G
yhtyvit keskinormaaleihin ja niiden leikkauspisteeseen sekd mediaaneihin ja niiden
leikkauspisteeseen.

Kuvasta ndhddén, ettd mediaanin pituus on R + r. Lisdksi mediaanien leikkaupiste
G jakaa mediaanit suhteessa 2 : 1 kdrjestd lukien, joten R = 2r. Tdstd saadaan sisdan
piirretyn ympyrén siteeksi r = 1R.

Kolmion sivun piuuden laskemiseksi muodostetaan yhtdlo Pythagoraan lauseen
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avulla.

1
(R+71)* + (Ea)2 =a®
1 1
(R + ER)Z + (Eﬂ)z = ElZ

3 1
(ER)Z + (Ea)2 =a

9 1
ZRZ + Zﬂz = [12
IR* +a* = 4a°
9R? = 342
a*> = 3R?

a=+RV3 la>0
a=RV3

Vastaus: Kolmion sisddn piiretyn ympyrén séde on r = 1R ja kolmion sivu on

a:R\@.

Tehtavat

1. a) Piirrd ympyr4d, joka kulkee kolmen annetun pisteen kautta. Tehtdvan voi ratkaista
parhaiten matematiikkaohjelmalla.

b) Kolme pistettd on samalla suoralla. Tutki, onko olemassa piste, joka on yhta kaukana
kustakin kolmesta pisteestd. Perustele vastauksesi.

2. Piirrd ympyré, jossa jana PS on janne ja jonka keskipiste on suoralla I. Selitd piirta-
misen vaiheita. Tehtdvan voi ratkaista parhaiten matematiikkaohjelmalla.
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3. Mddrita suorakulmaisen kolmion ympaéri piirretyn ympyran keskipisteen paikka.
Matematiikkaohjelmaa kéyttden keskipiste 10ytyy helpoimmin. Perustele ympyran kes-
kipisteen sijainti (my®s silloin, jos ratkaisit ongelman matematiikkaohjelmalla). Laske
ympyran sdde, jos kateettien pituudet ovat 6 ja 8.

4. Tasakylkisen kolmion kannan pituus on 4 ja kylkien pituus 7. Mééaritd painopisteen
etdisyys kolmion huippukulman ja kantakulman karjistd. [lmoita etdisyyksien tarkat
arvot.

Vihje: Voit tarkistaa tuloksesi piirtimilli ongelma matematiikaohjelmalla (tissi tapauksessa on
laskettava myos etiisyyksien likiarvot, silli ohjelma ilmoittaa pituudet desimaalilukuina).

5. Arvioi Jennan ja Miran vastauksia. Onko jompikumpi oikeassa? Toteaa laskemalla
oikea vastaus. Laske my®s osien pituuksien tarkat arvot.

Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 2 V10 ja toisen kateetin pituus 2. Missi
suhteessa suoran kulman puolittaja jakaa vastaisen sivun? Mitki ovat osien pituuksien tarkat
arvot?

Jennan vastaus: Miran vastaus:
Kulmanpuolittaja jakaa hypotenuusan | Kulmanpuolittaja jakaa hypotenuusan
suhteessa 1 : 3, joten hypotenuusa on suhteessa 3 : 1, joten lyhyemmaén osan pituus

nelja kertaa pitempi kuin lyhyempi osa. | on kolmasosa hypotenuusan pituudesta.

Vihje: Voit tarkistaa tuloksesi piirtimilli ongelma matematiikaohjelmalla (tissi tapauksessa on
laskettava myos etiisyyksien likiarvot, silli ohjelma ilmoittaa pituudet desimaalilukuina).

6. Piirrd matematiikkaohjelmalla tasakylkinen kolmio. Méaéritd kolmion sisddn ja ympa-
ri piirrettyjen ympyroiden keskipisteiden paikka ja piirrd ympyrat. Maaritd piirtamal-
1a my®s kolmion painopisteen paikka. Mitd havaitset merkillisten pisteiden sijaintiin
liittyen? Siirrd kolmion kéarkipisteitd ja seuraa merkillisten pisteiden siirtymista.

7. Piirrd matematiikkaohjelmalla tylppdkulmainen kolmio. Méaéritd kolmion sisddn ja
ympadri piirrettyjen ympyroiden keskipisteiden paikkaja piirrd ympyrat. Mitd havaitset

ympyroiden keskipisteiden sijaintiin liittyen?

8. Kuvaan on merkitty neljan talon sijainti. Alueelle halutaan rakentaa suihkuldhde,
joka on yhtad kaukana kaikista taloista. Selvitd, 16ytyyko vastaava piste.

40



Kuinka monelle talolle 16ytyy aina yhtd kaukana
oleva piste? Perustele vastauksesi. Selitd, mikd on Ae
ehto sille, ettd 16ytyy piste, joka on yhtd kaukana
neljastd annetusta pisteesta.

D

Vihje: Parhaiten saat selvitettyii asian matematiikaohjelmalla. Merkitse piirtoikkunaan nelji
satunnaista pistetti jotka muodostavat nelikulmion kiirjet ja jatka tutkimusta.

9. Kuvaan on merkitty neljd tietd, jotka ympyrdivit nelikulmion muotoisen alueen.
Alueelle halutaan pystyttdd valaisinpylvds, joka on yhtd kaukana kaikista teista. Selvita,
16ytyyko vastaava piste.

Kuinka monelle tielle 16ytyy aina vastaava piste?
Perustele vastauksesi. Selitd, mikd on ehto sille,
ettd 10ytyy piste, joka on yhtd kaukana neljasta
annetusta janasta.

Vihje: Parhaiten saat selvitettydi asian matematiikaohjelmalla. Piirri piirtoikkunaan nelji janaa,
jotka piirittavit nelikulmion. Jatka tutkimusta.

10. Arvioi Miran perustelua. Joko se on mielestdsi riittdva perusteluksi tai ei, selitd,
miksi. Jos mielestdsi se ei kelpaa todistukseksi, laadi oikea todistus.

Osoita, ettid mediaani jakaa kolmion kahteen osaan, joiden pinta-alat ovat yhti suuret.

Miran perustelu:
Kolmioon ABC on piirretty mediaani
B BD, joka jakaa kolmioon kahteen pie-
nempaan kolmioon ABD ja BCD. Ku-
ten GeoGebran ilmoittamista arvois-
ta ndhdéén, osakolmioiden pinta-alat
BAD:n pinta-ala = 2.38 ovat yhtd suuret. Siirtdmalla karkipis-
C teitd A, B ja C saadaan eri kolmioi-
ta, joissa kaikissa GeoGebra imoittaa
osakolmioiden pinta-alat yhtd suurik-
si. Tama todistaa véitteen todeksi.

ABD:n pinta-ala = 2.38

11. Tasakylkisen kolmion kannan pituus on 6 ja kylkien pituus 9. Laske kolmion sisddn
piirretyn ympyrén sdteen tarkka arvo.

Vihje: Voit tarkistaa tuloksesi piirtamilli ongelma matematiikaohjelmalla (tissi tapauksessa on
laskettava myos siteen likiarvo, silli ohjelma ilmoittaa pituus desimaalilukuna).
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12. Taydenna taulukko seuraavilla ominaisuuksilla:

(A) On aina kolmion sisalla.

(B) On yhtd kaukana kolmion kaikista kérkipisteista.
(C) On keskijanojen leikkauspiste.

(D) On kolmion sisddn piirretyn ympyran keskipiste.
(E) Voi olla my6s kolmion ulkopuolella.

(F) Painopiste.

(G) On kolmion ympdri piirretyn ympyran keskipiste.

(H) Jakaa kolmion keskijanan siten, ettd sen etdisyys kdrkipisteestd on 2/3-osa keski-
janan pituudesta.

(I) On yhtd kaukana kolmion kaikista sivuista.
(J) Tasasivuisessa kolmiossa yhtyy painopisteeseen.

(K) Suorakulmaisessa kolmiossa on hypotenuusan keskipisteena.

Kolmion keskinormaalien | Kolmion kulmanpuolittajien | Kolmion mediaanien
leikkauspiste leikkauspiste leikkauspiste

A.2 Ympyrddn liittyvien suorien geometria

A.21 Ympyrdn tangentti

Pohdinta A.16 a) Kuvaan on merkitty ympyran keskipiste O ja ympyran kehalla
oleva piste A. Piirrd sdde OA ja sen jdlkeen suora, joka kulkee pisteen A kautta ja
on kohtisuorassa sddettd OA vastaan. Kuinka monta yhteistd pistettd ympyralld ja
suoralla on?

b) Piirrd erisuuntaisia suoria ympyran kehdlld olevan pisteen A kautta, jolloin suo-
ranjasateen vilinen kulma on eri kuin 90°. Kuinka monta yhteista pistettd ympyralla
ja suoralla on ndissa tapauksissa?
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Asiaa voi tutkia parhaiten GeoGebran appletilla osoitteesta
https://www.geogebra.org/o/TEMtHasH.

Appletissa on merkitty piste A ympyran kehille, pisteeseen A piirretty sdde sekd
suora, joka kulkee pisteen A kautta. Ota kiinni suoran pisteestd P ja py0ritd suoraa
pisteen A ympari. Seuraa, montako leikkauspistettd suoralla ja ympyrélld voi olla.
Seuraa myos suoran ja sdteen muodostaman kulman suuruutta. Miten kulman
asteluku vaihtelee leikkauspisteiden lukumaéarasta riippuen?

Mairitelma: Suoraa, joka sivuaa ympyrdd, sanotaan ym-
pyrén tangentiksi.

Tangentillaja ympyralld on tdsmaélleen yksi yhteinen pis-
te, jota sanotaan sivuamispisteeksi.

Kun yhteisid pisteitd on kaksi, suora leikkaa ympyran eli on
ympyran sekantti.

Kun yhteisid pisteitd ei ole lainkaan, puhutaan ympyran ulkopuolisesta suorasta.

Pohdintatehtdvassda A.16 tehdyn havainnon nojalla voidaan lausua seuraava lause.
Lauseen todistus sivuutetaan.

Lause A.17 Tangentti on aina kohtisuorassa sivuamispisteeseen piirrettyd sddetta
vastaan.
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Huomautus: Tangentti on sdteen normaali, joka kulkee sidteen pituuden etdisyy-
delld ympyran keskipisteesta.

Pohdinta A.18 Kuvaan on merkitty ympyra ja sen ulkopuolella oleva piste P.
a) Tutki, kuinka monta tangenttia voit piirtdd ympyralle pisteesta P.

b) Piirrd kuhunkin sivuamispisteeseen ympyran sdde. Minka tasokuvion sivuamis-
pisteet, ympran keskipiste ja piste P muodostavat?

c) Mitd havaitset tasokuvion kulmiin liittyen?
d) Mitd havaitset tasokuvion sivujen pituuteen liittyen?

e) Selitd ja perustele havaintosi.

Asiaa voi tutkia parhaiten GeoGebran appletilla osoitteesta

https://www.geogebra.org/o/TsJwfTnf.

Pohdinta A.19 Kuvaan on piirretty kaksi toisiinsa ndhden ulkopuolista ympyréaa.
Piirrd ympyroiden kaikki mahdolliset yhteiset tangentit. Pohdi, milld ehdolla toteu-
tuu, ettd jostain pisteestd katsottuna molemmat ympyrat nayttavat yhta suurilta.
Misté 16ytyvit ndma pisteet?
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O

Voit tutkia asiaa myos GeoGebran appletilla

https://www.geogebra.org/m/KXhTm8xK.

Maaritelmd: Ympyran ulkopuolisesta pisteestd voidaan piirtdd ympyralle tasan
kaksi tangenttia, joiden valinen kulmaa sanotaan tangenttikulmaksi. Tangenttikulma
on ympyran nikemiskulma kyseisesta pisteesta.

Esimerkki A.20 Kuun ndkemiskulma @ Maan pinnan pisteestd P on pisteestd P
Kuulle piirrettyjen tangenttien vilinen kulma eli tangenttikulma.

Tangenttikulmaan liittyvat seuraavat tulokset, kuten pohdintatehtdvassa A.18 havait-
tiin. Lauseiden todistus on harjoitustehtdvana.
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Lause A.21 Tangenttikulman ja sitd vastaavan keskuskulman summa on 180°, eli ne
ovat toistensa suplementtikulmia.

Kuvan merkintdja kdyttden a + g = 180°.

Lause A.22 Tangenttikulman kyljet mitattuina kédrjestd sivuamispisteisiin ovat yhta
pitkat.

Mallitehtdava A.23 Maapallon sdde on noin 6 400 km ja Kuun sdde 1 700 km. Maan
ja Kuun keskipisteiden vilinen etdisyys on 380 000 km. Mihin kohtaan pitdd asettua
Maan ja Kuun keskipisteitd yhdistdvalla janalla, jotta Maa ja Kuu ndyttdisivat yhta
suurilta?

Ratkaisu:

Kyseinen piste 10ytyy Maata ja Kuuta kuvaavien ympyroiden keskipisteiden yh-
dysjanalta. Piirtdimalld ympyroiden kaksi yhteistd tangenttia kuvan osoittamalla
tavalla tangenttisuorien leikkauspisteessd P muodostuneet yhtdasuuret ristikulmat
a ovat ympyrodiden ndkemiskulmia pisteestd P. Koska ympyroiden ndkemiskul-
mat kyseisestd pisteestd ovat yhtd suuret, tdstd pisteestd katsottuna Maa ja Kuu
ndyttavat yhtd suurilta.
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Merkitddn suuremman ympyran keskipiste kirjaimella A ja sen sdde kirjaimella R.
Vastaavasti pienemmaén ympyréan keskipiste on B ja sdde r. Merkitddn janan AP pi-
tuus kirjaimella 2, janan PB pituus kirjaimella b ja lisdksi ympyroiden keskipisteiden
vélisen yhdysjanan AB pituus kirjaimella d, missd d = a + b.

Koska kolmiot AEP ja AFP ovat yhtenevit (AE = AF = R, AP yhteinen, £ AEP =
£ AFP = 9(°), niin jana AP puolittaa suuremman ympyran tangenttikulman a. Sama
péaéttely voidaan tehdd my6s pienemmaén ympyran tangenttikulmalle a.

Nyt kolmiot AEP ja BMP ovat yhdenmuotoiset, silld £ AEP = £ BMP =90°, £ EPA =
£ MPB = la. Koska vastinsivujen pituuksien suhteet ovat yhtd suuret, saadaan

a R
b7
a R
d—a
ar = R(d —a)
ar = Rd — Ra
a(r+ R) = Rd
_ Rd
~ r+R

Sijoittamalla saatuun yhtdloon suureiden R, r ja d arvot saadaan

g = §00km380000km — 30247 km ~ 300200 km.

1700 km-+6400 km
Vastaus:Asettumalla noin 300 200 km:n padhdn maapallon keskipisteestd eli noin
294 000 km:n etdisyydelle sen pinnasta Maan ja Kuun keskipisteitd yhdistavalla
janalla Maa ja Kuu néyttavat yhta suurilta.
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A.2.2 Kehikulma

Aiemmin oppikirjassa méériteltiin keskuskulma. Ympyrén sisdltdméa toinen kulma-
tyyppi on kehdkulma.

Mairitelma: Kulmaa, jonka kérki on ympyrén kehélld ja jonka kyljet ovat ympyran
janteitd, sanotaan ympyran kehikulmaksi.

Pohdinta A.24 a) Kdytd tdssd kohdassa tutkimista varten GeoGebran applettia
https://www.geogebra.org/m/qjhemYyQ.

Kuvaan on merkitty mm. pisteet A, B ja P ympyréan kehélle sekd ympyréan keskipiste
O.

Piirrd keskuskulma AOB ja kehdkulma APB. Laita ndkyviin kulmien suuruudet.
Vertaa kehdkulman suuruutta keskuskulman suuruuteen. Jatka vertaamista siirta-
malla pisteitd A, B ja P pitkin ympyran kehaa. Mitd havaitset?

Huomaa erityisesti, ettd kehdkulma ja keskuskulma vastaavat koko tutkimisen ajan
samaa ympyran kaarta. Sanotaan, ettd kehdkulma ja keskuskulma vastaavat toisi-
aan.

b) Jatka pohdintaa viereisen kuvan ja kohdassa a) tekema-
si havainnon nojalla. Jos tiedetddn kehdkulman P suuruus,
mitd voidaan paatelld kehdkulmien Q, S ja H suuruudesta?

Q H

c)Tarkista kohdassa b) tekemaisi paatelméd kayttden samaa GeoGebran applettia.
Piirrd myo6s kehdkulma ASB ja laita ndkyviin sen asteluku. Vertaa kehdkulmien APB
ja ASB suuruus. Jatka vertaamista siirtdmallad pisteitd P, S, A ja B pitkin ympyrdn
kehaa.
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Pohdinta A.25 Kuvaan on merkitty pisteet A ja B ympyrdn kehélle siten, ettd ne
ovat ympyrdn halkaisijan pédatepisteet. Nyt kulmasta APB sanotaan, ettd se sisél-
tyy puoliympyrdan. Maéarita kulman APB asteluku edellisessa pohdinnassa A.23
tekemiesi havaintojen perusteella.

Sijoita lisdd pisteitd X ympyrdn kehélle eri kohtiin. Tarkista pddtelmadsi mittaamalla
ja vertaamalla kehdkulmien AXB suuruutta.

Jos tarkistat tuloksesi GeoGebran appletilla
https://www.geogebra.org/m/RE8tJP]D,

piirrd vain yksi piste P ympyran kehille ja seuraa kehdkulman APB suuruutta
siirtdimalld kulman kérkipistettd P pitkin ympyrédn kehaa.

Mallitehtiva A.26 a) Kehdkulman toinen kylki voi olla ympyrédn halkaisija. Totea
laskemalla, ettd kehdkulman « asteluku on puolet vastaavan keskuskulman astelu-
vusta.

b) Mikéd on kulman BEC suuruus pohdinnassa A.25 tekemaési havainnon perusteel-
la? Totea laskemalla, ettd oletuksesi pitdd paikkansa.

Ratkaisu:
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a) Janat OB ja OE ovat ympyran sédteind yhta pitkid, joten kolmio BOE on tasakylki-
nen. Taten sen kantakulmat ovat yhtd suuret, merkitddn molemmat kirjaimella a.
Kolmion BOE kulmien summasta voidaan kirjoittaa kulman 6 suuruudeksi

0 = 180° - 2a.

Koska 6 ja keskuskulma COE ovat vieruskul-
mia, kulman 6 suuruus voidaan kirjoittaa myos
muotoon 6 = 180° — ZCOE, mistd saadaan 6 =
180° — 68° = 112°.

Sijoittamalla kulman 6 arvo edelliseen yhtaloon

saadaan
112° = 180° — 2«

2a = 68°
a =34°
b) Koska kehdkulman BEC kylkien pdatepisteet ovat ympyran halkaisijan padtepis-

teitd, ts. kehdkulma BEC sisdltyy puoliympyréén, edellisten havaintojen perusteella
oletetaan sen arvoksi 90°.

Janat OC ja OE ovat ympyran sdteind yhta pitkid, joten kolmio COE on tasakylki-
nen. Taten sen kantakulmat ovat yhtd suuret ja molemmat merkitdan kirjaimella €.
Kolmion COE kulmien summasta voidaan laskea kulman e suuruudeksi

180° — 68°
€= ———

5 = 56°.

Saadaan kehidkulman BEC suuruudeksi

/BEC = a + € =34° + 56 = 90°.

Vastaus: a) Kehdkulma a = 347, eli sen asteluku on puolet vastaavan keskuskulman
68° asteluvusta.

b) /BEC = 90°

Pohdinta A.27 Pohdintatehtdvdn A.24 kohdassa a) tehdyn havainnon perusteel-
la mieti ehto sille, ettd nelikulmion ympaéri voidaan piirtdd ympyra. Nelikulmion
ympadri piirretty ympyra kulkee nelikulmion kaikkien kdrkien kautta. Tdllaista ne-
likulmiota sanotaan jannekulmioksi. Voit kdyttdd avuksi GeoGebran applettia

https://www.geogebra.org/m/yEzuA64H.
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Lause A.28 Kehdkulma on puolet samaa kaarta vastaavasta keskuskulmasta.

Todistus. Todistetaan lause tapauksessa, joka ndkyy vasemmanpuolisessa kuvassa.
Muut tapaukset voidaan osoittaa todeksi vastaavalla tavalla. Merkitddan kehdkulma
kirjaimella 8 ja samaa kaarta vaastava keskuskulma kirjaimella a sekd ympyrén keski-
piste kirjaimella O.

Nyt kolmio KOL on tasakylkinen, joten sen kantakulmien suuruus on %=2. Myos
kolmio KOM on tasakylkinen, merkitddn sen kantakulmat kirjaimella x. Vastaavasti
tasakylkisen kolmion MOL kantakulmat ovat y.

Muodostetaan yht&lo kolmion KML kulmien summasta.

B+ (x+ 180 —a)+(y+ 1802_a):1800
B+x+y+180°—a =180°
p=a—-(x+y)
Koska g = x + y, saadaan
p=a-p
2=«
p=3a
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Lause A.29 Samaa kaarta vastaavat kehdkulmat ovat yhta suuret.

Todistus. Samaa kaarta vaastaavia kehdkulmia vastaa sama keskuskulma, joten kunkin
kehidkulman asteluku on puolet saman keskuskulman asteluvusta, g = 3a. O

Lause A.30 (Thaleen lause) Puoliympyréan sisdltimé kehdkulma on suora.

Todistus. Puoliympyréan sisdltdméad kehdkulmaa vastaava keskuskulma on oikokulma,
jonka asteluku on 180°. Nin ollen kehdkulman asteluvuksi saadaan % = 90°. |

Mallitehtdva A.31 Maaritd jainnenelikulmion vastakkaisten kulmien 8 ja y suuruus.

Muodosta ehto sille, ettd 16ytyy sellainen piste, joka on yhtd kaukana neljdsta an-
netusta pisteestd. Kdyta hyviksi myos pohdintatehtdvéssa A.26 saatu tulos.

Ratkaisu:
Lasketaan yhteen kehdkulmien f ja y suuruus.

1 1
ﬁ ty= E(Z COEkovera) + E(Z COEkupera)
= %(kaaren CDE asteluku) + %(kaaren CFE asteluku

1
= E(kaaren CDE asteluku + kaaren CFE asteluku)

1 0
= 5 360

= 180°

Sama tulos patee myds nelikulmion toisiin vastakkaisiin kulmiin.
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Jos nelikulmion ympari voidaan piirtdd ympyra (joka siis kulkee kaikkien karkipis-
teiden kautta), silloin ympyran keskipiste on yhtd kaukana kustakin karkipisteesta.
Téaten ehto sille, ettd 10ytyy sellainen piste, joka on yhtd kaukana neljastd annetusta
pisteestd, on, ettd nelikulmion vastakkaisten kulmien summa on 180°.

Nyt kehdkulman f suuruus on g = 1-100° = 50°. Kehdkulman y asteluvuksi saadaan
y =180° — = 180° — 50° = 130°.

Ratkaisu: § = 50° ja y = 130°.

Pohdinta A.32 Tutki Nikon ratkaisua. Etsi mahdolliset virheet ja selitd, mistd ne
johtuvat. Korjaa virheet.

Maarita kulmien suuruus.

Kehikulmaa a vastaavan keskuskulman suu-
ruus on 100° + 30° = 130°. Tasta saadaan o =

130° — 650

5 .
Keskuskulman e suuruus on 180° — 100° — 30° =
500.

Kehidkulmaa p vastaava keskuskulman suuruus
on 50° + 30° = 80°. Siitd saadaan kehdkulman
suuruudeksi g = & = 40°.
Vastaus: a = 65° ja g = 40°

Pohdinta A.33 Tontti on ympyrdn muotoinen ja sen mitat ovat tuntemattomat. Teh-
tdvana on selvittdd tontin keskipisteen sijainti sekd tontin pinta-alaja ympéarysmitta.
Elias laatii seuraavan suunnitelman ongelman ratkaisemiseksi.

Han paattaa ldhted kavelemadn tontin kehalld
olevasta mielivaltaisesta pisteestd A suoraa reit-
tid mielivaltaiseen suuntaan tontin sisilld, kun-
nes kohtaa tontin reunan pisteessa B. Hin mittaa
kuljetun matkan AB pituuden. Sen jilkeen hin
kaantyy 90 astetta ja kdvelee tontin sisélld suo-
raa reittid pitkin, kunnes torméa tontin reunaan
pisteessd C. Hin mittaa myos janan BC pituuden.
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Arvioi Eliaksen suunnitelmaa. Jos se on mielestasi oikein, jatka suunnitelmaa. Loy-
dda ympyran keskipisteen sijainti ja laske tontin pinta-ala ja ympéarysmitta, kun
Eliaksen mittaamat pituudet ovat AB = 8,5 m ja BC = 5 m. Jos suunnitelma on vir-
heellinen tai siihen sisdltyy virhemahdollisuus, korjaa se. Miten olisit itse ldhestynyt
ongelmaa?

Esimerkki A.34 Jos kehdkulman asteluku on 90°, yhdistdamaélld kulman kylkien
paédtepisteet saadaan ympyran halkaisija, joka on samalla suorakulmaisen kolmion
hypotenuusa.

Mikili kehdkulman asteluku on jokin muu kuin 90°, yhdistdmalld kylkien ympyréan
kehélld olevat pisteet saadaan ympyrén janne.

Ve

100

Tehtavat

13. Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 7,5 ja 10. Mdaritd kolmion si-
sddn piirretyn kolmion sdde. Perustele vastauksesi. Piirroksen laatimiseen voit kdyttaa
apunasi matematiikkaohjelmaa.

14. Ympyréad, joka sivuaa nelikulmion kaikkia sivuja, sanotaan nelikulmion sisddn piir-
retyksi ympyréksi. Osoita, ettd jos nelikulmion sisddn voidaan piirtdd ympyrd, niin sen
vastakkaisten sivujen pituuksien summat ovat yhta suuret. Voit tutkia asiaa GeoGebran
appletilla

https://www.geogebra.org/m/qYwxfwx5.

15. Tutki Nikon ratkaisua. Etsi mahdolliset virheet, selitd, mistd ne johtuvat ja korjaa
ne. Lisdksi ratkaisusta puuttuu tdasmadllisid perusteluja. Tadydenna ratkaisu niilla.

Laske kulman B arvo. Suorat t jal ovat ympyriin tangentteja. 4 )'
Ympyriin siiteet on piirretty suvuamispisteisiin.
g\
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Nikon ratkaisu:

Kulman a arvo on sama kuin kulman
32, koska niitd vastaa sama ympyran

kaari, joten a = 32°.

Kuvasta ndhddén, ettd f = a = 32°.
Ratkaisu: g = 32°

16. Taydennd taulukko seuraavilla tasokuvioilla sopiviin kohtiin:

kolmio, nelikulmio, suorakulmio, nelio, suunnikas, neljakds (vinonelio), puolisuunni-

kas, viisikulmio, sdannollinen seitsenkulmio, sdannollinen n-kulmio

Voi aina
piirtda
ympyran
sen ympari

Ei voi
piirtda
ympyraa
sen ympari

Erikoisehdoilla

voi piirtad
ympyran
sen ympari

Voi aina
piirtaa
ympyran

sen sisdian

Fivoi
piirtda
ympyraa
sen sisdidn

Erikoisehdoilla

voi piirtdd
ympyran

sen sisdian

17. Laske janan x pituus. Perustele vastauksesi.

Vihje: Ydisti janteiden piitepisteet nelikulmioksi. Etsi yh-
tasuuria kulmapareja ja yhdenmuotoisia kolmioita.

18. Arvioi Jennan ratkaisua. Jos se on mielestdsi vaarin, selitd, mistd virheet johtuvat.

Korjaa mahdolliset virheet ja laske oikea ratkaisu.

Q




120

Miiiiritd kulma y, kun ympyrin virilli korostettujen
kaarten asteluvut ovat 120° ja 50°.

50

Jennan ratkaisu: Piirretddn jainne DE. Kehdkulman FDE suuruus

120 on 50°, silld sitd vastaavan kaaren asteluku on
50°. Samoten kehdkulman CED suuruus on 1207,
silla sitd vastaavan kaaren asteluku on 120°.
Kolmiosta DEG voidaan laskea kulman « arvok-
si: ¢ = 180° — 120° — 50° = 10°.

Kulman y asteluvuksi saadaan y = 180° — a =
180° — 10° = 170°.

Vastaus: y = 170°

19. Kaksi pystysuuntaista ympyralieriomuotoista sdiliotd on asetettu maahan siten,
ettd niiden pohjaympyroiden keskipisteiden vilinen etdisyys on 8 m. Sdiliot ovat yhta
korkeat. Toisen sdilion pohjan sdde on 3 m ja toisen 1 m. Jenna aikoo testata, kuinka
hyvin hin pystyy arvioimaan kulman suuruutta.

Sitd varten hdn asettuu pienemman siilion puolelle suoralle, joka yhdistda pohjaym-
pyroiden keskipisteet. Han ldhtee kdvelemddn suoraa pitkin pinempaé sailiota kohti,
kunnes saapuu kohtaan, josta katsottuna lieriot nayttavat yhtd leveiltd, eli pienempi
lierid juuri alkaa peittdd kokonaan suuremman lierién.

Siind seisoessa han arvioi lierioi-
den yhteisen ndkemiskulman suu-
ruudeksi noin 30°. Madarita laske- ” P
malla Jennan arvion virhe kaavalla
|todellinen ndkdkulma—arvioitu ndkokulmal 100%
n ol et M o.
todellinen niakékulma

20. Laske nelikulmion EFDG kulmien suuruudet. Piste O on ympyréan keskipiste ja
nelikulmion lavistdja DE kulkee sen kautta. Perustele vastauksesi.
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21. Osoita, ettd kulman a suuruus on <?, missi x ja y ovat kulman kylkien vilisten

—
2
kaarten asteluvut (°).

22. Tutki pisteen potenssia ympyrin suhteen GeoGebran appletin
<https://www.geogebra.org/m/CCTVa54p> avulla. On annettu ympyrd ja sen ul-
kopuolella oleva piste P. Pisteestd P piirrettiin sekantti ympyrélle ja merkittiin
ympyran ja sekantin leikkauspisteet kirjaimilla A ja B. Ota kiinni sekantista ja pyorita
sitd pisteen P ympari. Seuraa teksti-ikkunaan merkittya laskutoimitusta. Siirrd piste P
eri kohtiin ja toista edellisid toimenpiteita.

Pisteen potenssiksi ympyran suhteen sanotaan tuloa PA - PB. Muodosta havaintojesi
perusteella sitd koskeva yhtéld, jota sanotaan hpisteen potenssin lauseeksi. Todista
lause.

Vihje: Piirri vihkoosi kuva kahdella sekantilla ja merkitse niiden ja ympyriin leikkauspisteet.
Etsi yhtisuurta kehdkulmaparia.

23. Pohdi, ovatko seuraavat véitteet totta aina (A), joskus (J) tai ei milloinkaan (E).

Kolmion ympaéri voidaan piirtdd ympyra.

Nelikulmion ympdri voidaan pirtdd ympyra.

Kolmion sisddn voidaan piirtdd ympyra.

Nelikulmion sisddn voidaan pirtdd ympyra.

Kolmion sisdédn piirretyn ympyrén keskipiste on kolmion ulkopuolella.
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Kolmion ympéri piirretyn ympyran keskipiste on kolmion ulkopuolella.

Loytyy piste, joka on yhtd kaukana kolmesta annetusta pisteestd, jotka eivit ole
samalla suoralla.

Loytyy piste, joka on yhtd kaukana kolmesta annetusta suorasta, joista kukin
leikkaa toiset.

Loytyy piste, joka on yhtd kaukana neljdstd annetusta pisteestd, jotka muodosta-
vat nelikulmion.

Loytyy piste, joka on yhtd kaukana neljdstd annetusta suorasta, jotka muodostavat
nelikulmion.

Suorakulmaisen kolmion ympéri piirretyn ympyran keskipiste on kolmion sisal-
1.

Tasasivuisessa kolmiossa merkilliset pisteet yhtyviét.
Tasakylkisessd kolmiossa merkilliset pisteet yhtyvit.
Painopiste on kolmion keskijanojen leikkauspisteessa.

Painopisteen ja kolmion kirkipisteiden etdisyys on 3-osa kunkin mediaanin pi-
tuudesta.

Kehédkulman suuruus on sama kuin keskulman suuruus.
Kehdkulma kyljet ovat ympyran janteita.

Kehdkulman toinen kylki on ympyran halkaisija.

Jos kehdkulman toinen kylki on halkaisija, kehdkulma on suora.

Jos kehdkulman kylkien paatepisteet ovat halkaisijan paatepisteet, kehdkulma on
suora.

Tangentin ja sivuamispisteeseen piirretyn sdteen vilinen kulma on suora.

Jos suoralla ja ympyrilld on yksi yhteinen piste, suora on ympyran sekantti.

Jos suoralla ja ympyrélld on yksi yhteinen piste, suora on ympyran sekantti.

Jos suoralla ja ympyralld on kaksi yhteistd pistettd, suora on ympyran tangentti.

Suoralla ja ympyrélla ei ole yhteisid pisteitd lainkaan.
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??.Vastaukset

1. a) Yhdistetdadn pisteet ainakin kahdella janalla. Piirretddn janojen keskinormaa-
lit. Ympyran keskipiste on keskinormaalien leikkauspisteessd. Ympran sdde on
keskipisteen ja jonkin annetun pisteen vilinen etdisyys.

b) Ei ole. Pisteiden muodostamien janojen keskinormaalit eivit leikkaa toisiaan,
silld ne ovat yhdensuuntaiset.

2. Ympyrén janteen keskinormaali kulkee aina ympyrén keskipisteen kautta. Piir-
retddn janan PS keskinormaali. Ympyrdn keskipiste 10ytyy sekd keskinormaalilta
ettd suoralta /, joten se 16ytyy niiden yheisestd pisteestd eli leikkauspisteestd. Ym-
pyrdn sdteend on keskipisteen ja janan jommankumman pédtepisteen vélinen
etdisyys.

3. Suorakulmaisen kolmion keskinormaalit leikkaavat toisensa hypotenuusan kes-
kipisteessd, joten suorakulmaisen kolmion ympéri piirretyn ympyran keskipiste
on aina hypotenuusan keskipisteessd. Perustelu tapahtuu yhteenmuotoisten kol-
mioiden avulla, joiden vastinsivujen pituuksien suhde on 1.

Ympyran sdteen pituus on 5.

4. 2v5ja V14

Etdisyys kantakulman kérjestd ratkaistaan yhtenmuotoisten kolmioiden avulla,
joiden vastinsivujen pituuksien suhde on 1.

5. Jennan vastaus on oikein.

Osien pituudet ovat £ V10 ja 2 V10.

6. Tasakylkisessd kolmiossa merkilliset pisteet ovat samalla suoralla, joka on kannan
keskinormaali.

7. Tylppédkulmaisen kolmion ympadri piirretyn ympyran keskipiste on aina kolmion
ulkopuolella. Sen sijaan sisddn piirretyn ympyran keskipiste sijaitsee kolmion
sisalla.

8. Nelja taloa muodostaa nelikulmion. Piirretddn aluksi nelikulmion kaksi sivua ja
niiden keskinormaalit, joiden leikkauspiste P on yhta kaukana kolmesta talosta.
Piiretadn nelikulmion kolmas sivu. Jos kolmannen sivun keskinormaali leikkaa
edelliset keskinormaalit niiden leikkaupisteessd P, niin myd6s neljds talo on yh-
td kaukana pisteestd P. Tadssd tapauksessa myos neljannen janan keskinormaali
kulkee yhteisen leikkauspisteen P kautta.

Kolmelle talolle eli pisteelle aina 16ytyy yhtd kaukana oleva piste, mikaili pisteet
eivit ole samalla suoralla. Perusteluna tdssd tapauksessa se, ettd kahden janan
keskinormaalit varmasti leikkaavat toisensa.

9. Piirretddn aluksi nelikulmion kahden kulman puolittajat, joiden leikkauspiste K
on yhtd kaukana kulmien kyljistd eli kolmesta tiestd. Piirretddn myos kolmannen
kulman puolittaja. Mikéli se kulkee leikkauspisteen K kautta, niin piste K on
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

samalla etdisyydelld my0Os neljannestd tiestd. Tdssd tilanteessa myos neljannen
kulman puolittaja kulkee yhteisen leikkauspisteen K kautta.

Nelikulmiossa kolmelle tielle eli sivulle 18ytyy aina yhtd kaukana oleva piste. Pe-
rusteluna se, ettd nelikulmion kahden kulman puolittajat varmuudella leikkaavat
toisensa.

Miran perustelu ei kelpaa todistukseksi, silld yksittdisten tapausten tarkastelu ei
todista véitettd yleisesti todeksi. Oikean todistuksen laatimiseksi piirretdan kol-
mion korkeusjana sivulle AC. Ndhdéaén, ettd se on samalla my6s osakolmioiden
ABD ja BCD korkeusjana. Koska osakolmion kannan pituus on puolet kolmion
ABC kannan pituudesta ja kolmioiden korkeus on sama, niin osakolmion pinta-
ala on puolet kolmion ABC pinta-alasta. Tama todistaa viitteen todeksi.

V2
Muodostetaan lauseke kolmion pinta-alalle kahdella tavalla: (1) pinta-alakaavalla
ja (2) kolmen osakolmion pinta-alojen summana. Muodostetaan yhtdlo kahdesta

eri pinta-alalausekkeesta. Ratkaistaan yhtdlostd kolmion sisddn piirretyn ympy-
rén side.

Kolmion keskinormaalien leikkauspiste: B, E, G, J, K
Kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste: A, D, 1, ]

Kolmion mediaanien leikkauspiste: A, C, F, H

A.2 Ympyrdin liittyvien suorien geometria

Séteen pituus on 2, 5.

Tilanne tulkitaan siten, ettd kustakin kolmesta ulkopuolisesta pisteestd piirrettiin
ympyrélle kaksi tangenttia, jolloin tangenttikulman kyljeet mitattuina kérjesta
sivuamispisteisiin ovat yhtd pitkdt. Muodostetaan yhtdlot, joissa kolmion sivu-
jen pituudet on ilmoitettu tangenttijanojen pituuksien summina. Yhtaloryhmasta
ratkaistaan sdteen arvo.

Todistus tehddédn edellisen tehtdvan menetelmén tapaan, mutta tdssa tilanteessa
on neljd ulkopuolista pistetta.

Keskuskulman « arvo on kaksi kertaa enemmaén kuin samaa kaarta vastaavan
kehdkulman arvo eli @ = 64°. Tangenttikulman y ja sitd vastaavan keskuskulman
a summa on 180°, mistd saadaan kulman y arvoksi 116°. Kulmien y ja f summa
on 1807, joten g = a = 64°

Voi aina piirtdd ympyran sen ympadri: kolmio, suorakulmio, nelio, sdédnnollinen
seitsenkulmio, saanndllinen n-kulmio.

Ei voi piirtdd ympyradad sen ympari: suunnikas (ei suunnikkaan erikoistapauksia),
neljakés

Erikoisehdoilla voi piirtdd ympyran sen ympari: nelikulmio, puolisuunnikas, vii-
sikulmio.
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17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

Voi aina piirtdd ympyran sen sisddan: kolmio, nelio, neljakés, saidnnollinen seitsen-
kulmio, sddannollinen n-kulmio.

Ei voi piirtdd ympyrad sen sisddn: suorakulmio, suunnikas (ei suunnikkaan eri-
koistapauksia).

Erikoisehdoilla voi piirtdd ympyran sen sisddn: nelikulmio, puolisuunnikas, vii-
sikulmio.

x~1,06

Yhtasuurista kehdkulmapareista johtuen muodostuu yhdenmuotoisia kolmioita.
Muodostamalla vastinsivujen pituuksien suhteet saadaan yhtlo, josta ratkaistaan
janan pituus x.

Oikea vastaus on y = 85°.

Kehdkulman suuruus on puolet vastaavan kaaren asteluvusta, joten 2 FDE = 25°
ja £ CED = 60°. Jennan laskumenetelmailld saadaan o = 95° ja y = 85°.

3,4% (nakemiskulman laskettu arvo = 29°)

Piirtdmalld sédteet sivuamispisteisiin muodostuu yhdenmuotoisia kolmioita.
Muodostamalla vastinsivujen pituuksien suhteet saadaan yhtilo, josta voidaan
ratkaistaa janan AP pituus. Sopivalla trigonometrisella funktiolla saadaan tan-
genttikulman arvo.

90°, 100°, 90°, 80°

Etsitddn kehdkulmia, joita vastaavien kaarten asteluvut ovat x ja y. Kulman «a
arvo saadaan ndiden kehdkulmien arvojen avulla kolmion kulmien summasta.

Merkitddn toisen sekantin ja ympyran leikkauspisteet A ja B ja toisen kirjaimilla
D ja E. Yhdistamalla pisteet A ja D sekéd B ja C saadaan yhtdsuuri kehdakulmapari.
Kolmioiden PAD ja PCB yhdenmuotoisuudesta seuraa véite.

e Kolmion ympaéri voidaan piirtdd ympyra. A

e Nelikulmion ympaéri voidaan pirtdd ympyra. |

e Kolmion sisddn voidaan piirtdd ympyra. A

e Nelikulmion sisddn voidaan pirtdd ympyra. |

e Kolmion sisddn piirretyn ympyran keskipiste on kolmion ulkopuolella. E

e Kolmion ympdri piirretyn ympyran keskipiste on kolmion ulkopuolella. |

e Loytyy piste, joka on yhtd kaukana kolmesta annetusta pisteestd, jotka eivit
ole samalla suoralla. A

e Loytyy piste, joka on yhtd kaukana kolmesta annetusta suorasta, joista kukin
leikkaa toiset. A

o Loytyy piste, joka on yhtd kaukana neljdstd annetusta pisteestd, jotka muo-
dostavat nelikulmion. J

e Loytyy piste, joka on yhtd kaukana neljdstd annetusta suorasta, jotka muo-
dostavat nelikulmion. J
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Suorakulmaisen kolmion ympdri piirretyn ympyran keskipiste on kolmion
sisdlla. E

Tasasivuisessa kolmiossa merkilliset pisteet yhtyvat. A
Tasakylkisessd kolmiossa merkilliset pisteet yhtyvit. E
Painopiste on kolmion keskijanojen leikkauspisteessa. A

Painopisteen ja kolmion kirkipisteiden etéisyys on 2-osa kunkin mediaanin
pituudesta. A

Kehdkulman suuruus on sama kuin keskulman suuruus. E
Kehdkulma kyljet ovat ympyran janteitd. A

Kehdkulman toinen kylki on ympyran halkaisija. J

Jos kehdkulman toinen kylki on halkaisija, kehdkulma on suora. E

Jos kehdkulman kylkien pditepisteet ovat halkaisijan paatepisteet, kehdakul-
ma on suora. A

Tangentin ja sivuamispisteeseen piirretyn siteen vilinen kulma on suora. A

Jos suoralla ja ympyrélld on yksi yhteinen piste, suora on ympyran sekantti.
E

Jos suoralla ja ympyrélld on kaksi yhteistd pistettd, suora on ympyran tan-
gentti. E

Suoralla ja ympyrélla ei ole yhteisid pisteitd lainkaan. J
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